





OBMEP - Banco de Questoes 2018

Cleber Assis, Tiago Miranda e Samuel Feitosa



Banco de Questoes 2018
Copyright© 2018 by IMPA

Direitos reservados, 2018 pela Associacao Instituto Na-
cional de Matemadtica Pura e Aplicada — IMPA

Estrada Dona Castorina, 110 — Rio de Janeiro — 22460-
320

Impresso no Brasil/Printed in Brazil
Primeira edicdo e impressdo

Texto e diagramacao: Cleber Assis, Tiago Miranda e Sa-
muel Feitosa

Revisdo: Cleber Francisco de Assis e Maria Elisa
Este livro foi escrito usando o sistema BIEX.
Capa: Sérgio R. Vaz.

IMPA/OBMEP

Banco de Questoes 2018

Rio de Janeiro, IMPA, 2018
172 paginas

ISBN 978-85-244-0446-7
Distribuicao

IMPA/OBMEP

Estrada Dona Castorina, 110
22460-320 Rio de Janeiro, R]
e-mail: contato@obmep.org.br
www.Obmep.org.br



CONTEUDO

| Apresentacao| 7
[ Prefaciol 9
11
27
43
[ Enunciados e Solucoes do Nivel 1| 55
[ Enunciados e Solucoes do Nivel 2| 93
[ Enunciados e Solucoes do Nivel 3| 137
L Indice de Problemas| 171

WwWw .obmep.org.br OBMEP - Banco de Questoes 2018






APRESENTACAO

Desde da sua primeira edicdo em 2005, a OBMEP envia a todas as escolas publicas
do pais um Banco de Questdes com problemas e desafios de Matematica para alunos e
professores. O Banco pretende despertar o prazer pela Matematica, estimular o aluno
interessado com perguntas instigantes e proporcionar um treinamento para as provas da
OBMEP.

Os problemas deste ano, concebidos pelos professores Cleber Assis, Tiago Miranda e
Samuel Feitosa, estdo ordenados em grau crescente de dificuldade e exigem mais imagi-
nacao do que uma boa educacao em Matemética.

A edicado deste ano do Banco de Questdes e todas as edi¢des anteriores estdo dispo-
niveis na pagina www.obmep.org.br, assim como as apostilas e o material didatico
utilizado no Programa de Iniciacdo Cientifica Junior.

Caso encontre alguma solucdo diferente daquela apresentada ao final do Banco de
Questdes, nao deixe de manda-la para

bancodequestoes@obmep.org.br.

As mais originais serdo publicadas na pagina da OBMEP.

Boa diversao!
Claudio Landim
Coordenador-Geral da OBMEP
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PREFACIO

Querido leitor/leitora,

O Banco de Questdes deste ano da OBMEP - Olimpiada Brasileira de Matematica das
Escolas Publicas — segue o mesmo padrao do banco do ano passado. Para facilitar a busca
de questdes em meio ao livro, hd um Sumério no inicio e um Indice Remissivo no final
com os nomes dos problemas e respectivas paginas onde aparecem seus enunciados e

solucoes. Além disto, as questoes do Nivel 1 sao numeradas como , , etc. As
questoes do Nivel 2 sdo numeradas como E, , etc. E as questoes do Nivel 3 sdao

numeradas como , , etc.

Muitos dos problemas podem resistir as primeiras investidas do leitor e isto ndo deve
ser motivo de desanimo. Um bom conselho é discuti-los com outras pessoas. Isto cer-
tamente tornard a experiéncia de resolvé-los ainda mais prazerosa. Além disto, durante
a leitura das solucoes, o uso do papel e da caneta podem ser bons instrumentos para a
compreensao de todos os detalhes envolvidos.

Alguns dos problemas deste banco foram inspirados em classicos problemas de olim-
piadas ao redor do mundo e hoje constituem um tipo de conhecimento folclérico que
todo estudante e professor interessado em competicdes deve ter contato. Nao podemos
deixar de manifestar um enorme agradecimento a todos os professores, geralmente ano-
nimos, que dedicam um enorme tempo de suas vidas elaborando belos problemas de
olimpiadas e que tanto nos estimulam a aprender mais Matematica.

Bom proveito!

Cleber Assis, Tiago Miranda e Samuel Feitosa






NIVEL 1

A soma desconhecida

Na soma abaixo, letras iguais representam digitos iguais e letras diferentes digitos dife-
rentes.

+
__rr
Z Z

N| = > >

Qual o digito representado pela letra X?

Quadrado cheio de quadrados

Na figura a seguir, temos um quadrado 5 x 5 que contém um quadrado preto central.
Existe uma cole¢do de quadrados com lados paralelos aos lados do tabuleiro com di-
mensoes que variam de 1 x 1 a 5 x 5 formados pelos quadradinhos da figura. Quantos
elementos dessa colecdao contém o quadrado escuro preto?

WwWw .obmep.org.br OBMEP - Banco de Questoes 2018



12 OBMEP - Banco de Questoes 2018

Balde ou bacia?

Dois recipientes, um balde e uma bacia, possuem 3 e 5 litros de volume, respectivamente.
Retirando dgua de um lago, como podemos deixar a bacia com exatamente 4 litros de
dgua usando somente esses dois recipientes?

i =

4| As casas dos vizinhos

Oito amigos vivem em uma mesma rua e moram em casas distintas. Ana vive ao lado de
Beto; Hélio vive em frente a Cldudio; Eliana vive ao lado de Francisco; Daniel vive ao lado
de Ana; Francisco vive em frente de Daniel e ao lado de Hélio; e Gustavo vive ao lado de
Eliana. Se as 8 casas sdo os quadradinhos do desenho abaixo determine as casas de cada
um.

|5| Baralho colorido

Um baralho tem 900 cartas numeradas de 100 a 999. Cartas cuja soma dos algarismos € a
mesma, possuem a mesma cor e cartas com somas distintas, cores diferentes. Alice, Bia,
Carla e Dani pegam, cada uma, uma certa quantidade de cartas.

a) Todas as cartas que Alice pegou tinham cores diferentes. Qual a quantidade méxima
de cartas que Alice pode ter pego?

b) Bia pegou todas as cartas que possuem o algarismo 1. Quantas cartas Bia pegou?

c) Carla pegou todas as cartas com exatamente 2 algarismos iguais. Quantas cartas Carla
pegou?

d) Dani disse: — Peguei duas cartas com a mesma cor e niimeros consecutivos. E possivel
que isso tenha acontecido?

www .obmep.org.br OBMEP - Banco de Questoes 2018



OBMEP - Banco de Questoes 2018 13

|6| Dados icosaédricos?

Um icosaedro regular é um so6lido geométrico com 20 faces, que sdo triangulos equiléte-
ros. Desenhando os nameros de 1 a 20 nas faces de um icosaedro regular, transformamo-
lo em um dado. Luisa e Mathias inventaram um jogo no qual, cada um joga o dado icosaé-
drico 5 vezes e anota os nimeros tirados na sequéncia, formando um tnico niimero. Por
exemplo, Luisa tirou a sequéncia 5, 11, 7, 20, 17, entdo ela anotou o nimero 51.172.017.

a) Na primeira partida Luisa venceu com a maior diferenca possivel. Qual é essa dife-
renca?

b) Na segunda partida, Luisa fez 162.012.510 pontos e Mathias lan¢ou o dado quatro ve-
zes, tirando 14, 11,8 e 19. E possivel Mathias vencer esta partida com seu dltimo lan-
¢amento?

c) Na terceira partida, Luisa fez 12.111.813 pontos. Quantas sao as sequéncias nas quais
é possivel obter essa pontuac¢ao?

Paralelepipedos de madeira

Maria ganhou um jogo composto por 4 pecas (A, B, C e D) de madeira, todas em for-
mato de paralelepipedos reto-retangulos (todas as faces sao retangulares), sendo A e B
de dimensoes 2cm x 3cm x 6¢cm, C de dimensdes 3cm x 4cm x 6¢cm e D de dimensodes
2cm x 6¢cm x 6¢cm.

6em A elB 6em Gem)

Ymmmm e |- -
E Y
Q

, V] 3em , ’ 3em ’ 2em

2cm 4em Gem

a) Qual a 4rea total de cada uma das quatro pecgas?
b) Qual o volume de cada uma das quatro pecgas?
¢) Maria encaixou as quatro pecas formando um cubo. Qual a medida da aresta do cubo?

d) Apds construir o cubo, Maria o pintou de branco. Quando a tinta secou, ela o desmon-
tou. Qual a drea que permaneceu com a cor original?

WwWw .obmep.org.br OBMEP - Banco de Questoes 2018
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Construindo sequéncias numéricas

Comecando com qualquer nimero natural ndo nulo é sempre possivel formar uma sequén-
cia de nimeros que termina em 1, seguindo repetidamente as instru¢des a seguir:

1. se o nimero for multiplo de 3, divide-se por 3;

2. se o numero deixar resto 1 na divisdo por 3, subtrai-se 1;

3. se o numero deixar resto 2 na divisdo por 3, soma-se 1.

Por exemplo, comecando com o niimero 76, forma-se a seguinte sequéncia:
76 —-75—-25—-24—-8—-9—-3—1.

Nessa sequéncia aparecem 8 niimeros, por isso, dizemos que ela tem comprimento 8.

a) Escreva a sequéncia que comeca com 100.
b) Quais sequéncias tém comprimento 4?

¢) Quantas sequéncias tém comprimento 62

19| Vendendo sanduiches

Ana, Bia, Catia, Diana e Elaine trabalham como ambulantes vendendo sanduiches. Dia-
riamente, elas passam na lanchonete do Sr. Manoel e pegam a mesma quantidade de
sanduiches para vender. Um certo dia, Sr. Manoel estava doente e deixou um bilhete

1
avisando o motivo pelo qual ndo estava 14, mas pedindo que cada uma pegasse = dos

sanduiches. Ana passou primeiro, seguiu as instrucoes do bilhete e saiu para vender seus
sanduiches. Bia, passou em seguida, mas pensou que era a primeira a passar, pegando

1
— do que havia e saiu. Cétia, Diana e Elaine chegaram juntas e dividiram igualmente a

quantidade que havia, ja que Catia sabia que Ana e Bia haviam passado antes.
a) Que fragdo do total de sanduiches coube a Bia?

b) Quem ficou com a menor quantidade de sanduiches? Quem ficou com a maior quan-
tidade?

¢) Ao final da divisdo, nenhuma das vendedoras ficou com mais de 20 sanduiches. Quan-
tos sanduiches o Sr. Manoel deixou para elas?

www .obmep.org.br OBMEP - Banco de Questoes 2018
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Muitas balas

Sobre uma mesa existe uma certa quantidade N de balas. Aline e Bruna combinam que,
alternadamente, cada uma deve comer pelo menos uma, mas nao mais que a metade da
quantidade existente. Vence o jogo quem comer a ultima bala. Ana sempre comeca o

jogo.

a) Para N =5, qual das duas tem a posi¢do vencedora? (Posicdo vencedora é aquela na qual
a jogadora pode vencer qualquer que seja a sequéncia de jogadas de sua adversdria.)

b) Para N = 20, qual das duas tem a posicdo vencedora?

¢) Quais sdo os valores de N, sendo 100 < N < 200, que dao a Bruna a posi¢do vencedora?

Sao muitos retangulos

O quadriculado da figura abaixo é composto por 25 pequenos quadrados unitérios. De-
termine:

a) Quantos quadrados com vértices sobre os pontos da figura e lados sobre 0s segmentos
da figura existem?

b) Quantos pares de retas paralelas, de maneira que cada uma contenha algum segmento
da figura, existem?

¢) Quantos retangulos com vértices sobre os pontos da figura e lados sobre os segmentos
da figura existem?

WwWw .obmep.org.br OBMEP - Banco de Questoes 2018
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Os professores e suas cidades

Rita, José e Sonia sdao professores de Literatura, Quimica e Matemadtica, nas cidades de
Palmas, Fortaleza e Vitéria, ndo necessariamente nestas ordens de disciplinas e cidades.
Sabe-se que:

 José é professor de Literatura.
¢ Quem trabalha em Palmas é professor de Quimica.

e Rita ndo trabalha em Vitéria, nem leciona Quimica.

a) Quem leciona Matematica?
b) Quem ensina Quimica?

¢) Quem trabalha em Vitéria?

Uma data de aniversdrio complicada!

Alberto e Bernardo se tornaram amigos de Carol, recentemente, e eles querem saber
quando é o aniversario dela. Carol deu a eles uma lista com 12 possiveis datas:

¢ 4 dejaneiro; » 8 de marco; ¢ 7 dejunho; ¢ 7 de outubro;
¢ 5dejaneiro; e 8de abril; ¢ 5dejunho; e 4 de outubro;
¢ 11 dejaneiro; e 9de abril; ¢ 13 dejulho; ¢ 8 de outubro.

Em seguida, Carol fez uma brincadeira contando a Alberto e Bernardo, separadamente, o
meés e o dia de seu aniversario, respectivamente, e pediu para que eles conversassem para
descobrir a data do aniversério dela.

Nao teria muita graca se ela fizesse aniversdrio em marc¢o ou julho, pois s6 temos uma
possivel data em cada um desses meses dentre as opcoes e Alberto acertaria imediata-
mente. Também seria rdpido se ela aniversariasse em 11 de janeiro ou 9 de abril ou 13 de
julho, pois os referidos niimeros s6 aparecem uma vez na lista e Bernardo poderia desco-
brir a resposta sozinho. Assim, eles iniciaram uma conversa para tentar descobrir.
Alberto diz: Ndo consigo saber a data do aniversério de Carol, mas garanto que Bernardo
ndo sabe também.

Bernardo diz: No inicio, eu ndo sabia a data completa do aniversario, mas agora eu sei.
Alberto: Entdo eu também sei quando € o aniversario de Carol.

a) Por que na primeira fala de Alberto, ele diz que nem ele nem Bernardo sabem ainda a
resposta?
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b) Por que Bernardo disse que no inicio ndo sabia a resposta, mas apos a fala de Alberto,
Bernardo descobriu a data do aniversario de Carol?

¢) Quando é o aniversario de Carol?

Os prisioneiros bons de raciocinio

Trés prisioneiros (com excelentes habilidades em l6gica e matemadtica) tém a chance de
sair da prisao. Um deles enxerga bem com os dois olhos, o outro com somente um olho e
o terceiro € cego.

O carcereiro falou aos prisioneiros que entre trés chapéus brancos e dois vermelhos, pe-
garia trés e colocaria sobre as cabecas deles, mas ndo permitiria que ninguém olhasse a
cor do chapéu sobre a propria cabeca, apenas os dos outros presos. O carcereiro reuniu
os trés prisioneiros com os chapéus na cabeca e ofereceu-lhes a liberdade, desde que al-
gum deles soubesse a cor do chapéu na prépria cabeca. O primeiro prisioneiro a falar foi
0 que enxergava com os dois olhos.

a) Qual seria a situacdo que poderia garantir ao primeiro prisioneiro acertar o chapéu
que ele usava?

b) O primeiro prisioneiro negou saber a resposta. Assim, o processo foi repetido com o
prisioneiro que enxerga somente com um olho. Quais as cores que ele precisaria ver
nos chapéus dos outros presos que permitiria que ele acertasse a cor do seu préprio
chapéu? Nesse caso, qual deveria ser essa cor?

c) ApOs o primeiro prisioneiro negar saber a resposta, o processo foi repetido com o pri-
sioneiro que enxerga somente com um olho e este também ndo soube responder. O
carcereiro nem se preocupou em fazer a pergunta ao prisioneiro cego, mas esse afir-
mou que sabia a cor do chapéu na prépria cabeca. Qual era essa cor?

WwWw .obmep.org.br OBMEP - Banco de Questoes 2018
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|15 | As aulas de Mdrio

Maério fez 30 horas num curso extra de matematica. Nos dias em que tinha aula, a dura-
¢do era so6 de 1 hora, que ocorria exclusivamente no periodo da manha ou no da tarde.
Ademais, aconteceram 20 tardes e 18 manhas sem aula durante o periodo do curso.

a) Em quantos dias ndo houve aula?

b) Quantos dias durou o curso?

Dois problemas sobre reldgios

a) Num relégio digital, as horas sdo exibidas por meio de quatro algarismos. Por exemplo,
ao mostrar sabemos que é meia-noite e ao mostrar sabemos que falta
um minuto para meia-noite. Quantas vezes por dia os quatro algarismos mostrados
sdo todos pares?

b) Um relégio, com ponteiros de horas, minutos e segundos, faz plim toda vez que um
ponteiro ultrapassa outro no mostrador. Os trés ponteiros s6 se sobrepéem ao meio-
dia ou a zero hora. Qual o nimero de plins registrados em um certo dia, no periodo
entre as 12 horas e 1 segundo e as 23 horas, 59 minutos e 59 segundos?

Xadrez outra vez!

Em um torneio de xadrez, todos os jogadores se enfrentaram duas vezes, obtendo a pon-
tuacdo de 1 ponto por vitéria, meio-ponto por empate e zero ponto por derrota. O vence-
dor foi aquele que obteve mais pontos na disputa. Luiza, uma curiosa matematica, achou
um papel informando que a soma da pontuacao de todos os participantes foi 210 pontos.

a) Quantos jogadores participaram do torneio?

www .obmep.org.br OBMEP - Banco de Questoes 2018
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b) Aimagem a seguir foi alogomarca do torneio e estava no papel que Luiza achou.

C)

Luiza parou alguns segundos observando-a e percebeu que havia um cavalo no cen-
tro, com as casas pintadas de preto ilustrando aquelas que o cavalo poderia ir em um
movimento. Ai ela se perguntou:

— Se este tabuleiro fosse infinito, e o cavalo mantivesse o padrdao de movimentos, em
quantas casas o cavalo poderia chegar em dois movimentos?

Inicialmente, ela pensou em “64”, mas rapidamente viu que estava errada. Agora, é
com vocé, responda corretamente a pergunta pensada por Luiza.

Luiza recebeu uma mensagem de um amigo que participou do torneio, informando
que ele fez 12 pontos. Luiza respondeu assim: “— Nao fique triste, vocé vencerd o
préximo campeonato!”. Como Luiza sabia que o amigo ndo havia vencido o torneio?

Formigas... sempre formigas!

a)

Uma formiga estd no vértice A de um retangulo ABCD e faz um movimento em dire-
¢do a B seguindo o lado do retangulo. Apés um segundo movimento, vai da mesma
maneira para C. Depois de 3 movimentos, do mesmo modo ela chega a D e no quarto,
mantendo o caminho sobre o lado, voltard para A. Depois de 2018 movimentos ana-
logos aos anteriores, em qual vértice a formiga estard?

b) As formigas Albormiga e Clarormiga partem dos vértices A e C de um retangulo, res-

pectivamente, deslocando-se com velocidades constantes (mesmo nos giros de 90°
em cada vértice). A primeira no sentido horério e a segunda no anti-horario. De A
até o primeiro encontro, Albormiga percorreu 360 metros. Do primeiro ao segundo
encontro, Clarormiga andou 300 metros. Qual o perimetro do retangulo?

WwWw .obmep.org.br OBMEP - Banco de Questoes 2018
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c) Trés formigas estdo localizadas em vértices distintos de um retangulo, deixando o ou-
tro vértice livre. Uma formiga pode se mover somente ao longo de uma reta paralela a
reta determinada pelos pontos onde se localizam as outras duas, movendo-se uma de
cada vez. E possivel, depois de varios movimentos das formigas, acontecer de todas

elas estarem no ponto médio de trés lados distintos do retangulo?

O Rei Artur e o dragdo

O Rei Artur teve que lutar com o Dragdo das Trés Cabecas e Trés Caudas (conhecido como
DTCTC). Sua tarefa foi facilitada quando conseguiu arranjar uma espada magica que
podia desferir os seguintes golpes (um de cada vez):

A) cortar uma cabeca; C) cortar uma cauda;

B) cortar duas cabecas; D) cortar duas caudas.
Além disso, a Fada Morgana lhe revelou o segredo do dragdo:
i) se uma cabeca for cortada, crescerd uma nova;
ii) se duas cabecas forem cortadas, logo ap6s o golpe nao crescerao cabecas e caudas;
iii) no lugar de uma cauda cortada nascerdao duas caudas novas;
iv) se duas caudas forem cortadas, crescerd uma nova cabeca;

v) o dragdo morre se perder as trés cabecas e as trés caudas.

a) E possivel o dragdo ficar com 4 cabegas e 4 caudas?

b) Para matar o DTCTC, qual o minimo de golpes que o Rei Artur precisara desferir?

www .obmep.org.br OBMEP - Banco de Questoes 2018
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(20| A distribuiciio das moedas!

Em cada um dos 16 circulos da figura estd um estudante. Um total de 3360 moedas sao
distribuidas entre os 16 estudantes, de modo que estudantes que distam o mesmo do
centro recebem a mesma quantidade de moedas. Cinco a cinco, de fora para dentro, os
circulos estdo sobre os vértices de um pentdgono regular, sendo o circulo central equidis-
tante aos vértices de um mesmo pentagono.

Em um certo instante, cada estudante da todas as suas moedas dividindo-as igualmente
entre cada um de seus vizinhos. Ap6és o intercambio de moedas, cada estudante ficou
com o mesmo numero de moedas que tinha no inicio. Determine o nimero de moedas
que o estudante do circulo central tinha originalmente.

A drea da regido

Os lados dos quadrados da figura abaixo possuem o comprimento de 1 m. Qual é a 4rea
da regiao sombreada?

WwWw .obmep.org.br OBMEP - Banco de Questoes 2018
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Muiltiplos no tabuleiro

Em um tabuleiro 30 x 30, as linhas e as colunas estao numeradas de 1 a 30. Em cada linha,
Joao pinta de vermelho as casas em que o nimero da coluna é multiplo do nimero da
linha. Quantas casas serdo pintadas de vermelho?

As habilidades dos competidores

Ocorrerd um torneio com 100 competidores, todos com niveis de habilidades diferentes.
O competidor mais habilidoso sempre vence o competidor menos habilidoso. Cada par-
ticipante joga exatamente duas vezes, com dois oponentes sorteados (uma vez com cada
um). Um competidor que ganha duas partidas recebe uma medalha. Determine o menor
ntmero de medalhas que podem ser distribuidas no torneio.

As medidas dos dngulos

Seja ABC um tridngulo tal que ZACB = 50°. A altura correspondente ao vértice A e a
bissetriz do angulo ZABC se encontram em P, com P no interior do triangulo ABC e
ZAPB =105°. Encontre as medidas dos angulos Z/BAC e ZABC.

Os niimeros da Monica

Com os algarismos 1, 3 e 5, Monica forma ntmeros de trés algarismos que sdo maiores
que 150. Quantos nameros Monica pode formar?

www .obmep.org.br OBMEP - Banco de Questoes 2018



OBMEP - Banco de Questoes 2018 23

(26| As dimensées do quadrado

Um quadrado esté dividido em 4 retangulos iguais e um quadrado, como mostra a fi-
gura abaixo. O quadrado sombreado possui drea de 36 m?. Cada retangulo possui drea de
216m?. Determine as dimensdes dos retangulos.

(27| A conta de multiplicacdo

Na conta de multiplica¢do abaixo, quase a metade dos digitos foram trocados por asteris-
cos. Descubra quais digitos foram trocados.

* 1 %
X 3 x 2
* 3 %
+ 3 x 2
* 2 x b
1 = 8 = 3 0

WwWw .obmep.org.br OBMEP - Banco de Questoes 2018
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O Cubo de Conway

Determine como montar um cubo 3 x 3 x 3 com 6 pecas 1 x 2 x 2 e trés pecas 1 x 1 x 1.

Ny

A idade do professor Antonio

O professor Antonio descobriu uma interessante propriedade relacionada ao inteiro x
que representa sua idade. Ele contou para seus alunos que x> = abac e que x = ab + ac.
Qual aidade do professor?

Observacao: Estamos usando uma barra para distinguir a representacdo decimal do nu-
mero de quatro algarismos abcd do produto a-b-c-d. Por exemplo, se abcd = 1267, entao
a=1,b=2,c=6ed="7. Anotacdo é a mesma para os numeros com outras quantidades
de algarismos.

Gavetas e cadeados

Fernando é um cara precavido e o portdo da casa dele possui 10 cadeados distintos, sendo
que cada um s6 pode ser aberto pela respectiva chave, e cada chave abre apenas um ca-
deado. Para ser aberto, ele deve possuir pelo menos uma chave para cada cadeado. Por
seguranca, Fernando espalhou, exatamente, duas chaves diferentes nas 45 gavetas do seu
trabalho, de modo que duas chaves de uma mesma gaveta abrem cadeados diferentes e
ndo existem duas gavetas contendo chaves que abrem exatamente os mesmos cadeados.

a) Quantas sdo as duplas possiveis de chaves que podem ser formadas com 10 chaves
distintas?

b) Quantas copias de cada chave Fernando precisa ter para formar todos os pares de cha-
ves possiveis?
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¢) Qual o nimero minimo de gavetas que Fernando deve abrir para garantir a posse de
10 chaves distintas e abrir o portao de casa?

Niimeros no circulo

Michel deve escrever os nimeros de 1 a 7 em cada um dos circulos da figura abaixo, de
modo que os resultados obtidos ao somar os 3 ntimeros que estao nos vértices dos tri-
angulos X, Y e Z sejam 3 ntimeros consecutivos. Qual nimero pode constar no circulo
central? Encontre todas as possibilidades.
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As somas da tabela

As somas das trés colunas e das trés linhas da tabela sao iguais.

4192
8|16
3157

Qual é o menor ntimero de casas da tabela, que devem ser alteradas, para que todas as

novas seis somas sejam diferentes entre si?

Cerca, nova cerca, outra cerca

A figura representa o terreno do Sr. Arlindo. Esse terreno € dividido por uma cerca, repre-
sentada pelo segmento AC. A parte triangular ABC tem 4rea igual a 120 m?.

BI

Ad

10m

10m D
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a) Qual é a area total do terreno?

b) Como este terreno serd doado para os dois filhos do Sr. Arlindo, o filho mais velho,
Marlindo, propde que a cerca seja refeita, representada pelo segmento AF do novo
desenho, sendo F pertencente ao segmento CD, de maneira que ela divida o terreno
em duas dreas iguais. Qual deve ser a medida CF?

10m

.

10m D

¢) O filho mais novo, Solindo, concorda com seu irmdo em relagdo a divisao em dareas
iguais, mas acha que a cerca deve ligar os pontos C e G, sendo G um ponto do seg-
mento AE. Qual a medida AG?

Bl

10m

E 10m D
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Sobre homens, mulheres, matemadtica e literatura

Em uma classe com 35 estudantes, pesquisou-se sobre os gostos relativos a matematica e
literatura e constatou-se que:

e 7homens gostam de matematica;

e 6 homens gostam de literatura;

e 5homens e 8 mulheres disseram nao gostar de ambos;
e hi 16 homens na classe;

¢ 5 estudantes gostam de ambos; e

e 11 estudantes gostam somente de matemadtica.

a) Quantos homens gostam de matematica e literatura?

b) Quantas mulheres gostam apenas de literatura?

[4] Vamos dobrar papel?!

O retangulo ABCD de medidas AB =240cm e BC = 288 cm representa um papel que sera
dobrado pelo segmento EF, onde E pertence a AD e F pertence a BC, de modo que o
ponto C ficara sobre o ponto médio de AB.

A B A C’ B
@ ®
F F
E E
[ o
D C

a) Qual o comprimento de CC"?

b) Qual o comprimento de EF?
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[5] A conta errada

Ana multiplica dois nimeros inteiros positivos cuja diferenca é 202, mas comete um erro
e obtém um nuamero 1000 unidades menor que o correto. Ao dividir o resultado de Ana
pelo menor dos nimeros que deveria multiplicar, o quociente é 288 e o resto é 67. Quais
os dois nimeros que Ana multiplicou?

[6] Os velhos problemas com os digitos

a) Quantos numeros de quatro algarismos tém soma de seus algarismos par?

b) Um numero com dois digitos distintos e ndo nulos é chamado de bonito se o digito
das dezenas é maior do que o digito das unidades. Quantos nimeros bonitos existem?

¢) Quantos numeros pares de quatro digitos podemos formar utilizando os algarismos
0,1,2,3,4,5 sem utilizar o mesmo algarismo duas vezes?

d) Qual a média de todos os numeros de 5 algarismos que podem ser formados usando
cada um dos digitos 1, 3, 5, 7 e 8 exatamente uma vez?

As folhas do livro

José arrancou algumas folhas consecutivas de um livro com paginas numeradas com in-
teiros consecutivos e escritos em ambos os lados de cada folha. A soma dos nameros das
pdaginas arrancadas € 344.

a) Determine a fatoragdo em niimeros primos do niimero 344.

b) Encontre a soma do primeiro e do ultimo ntimero dentre os que foram escritos nas
pdaginas arrancadas.

¢) Qual a quantidade de pdginas arrancadas?
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A soma dos digitos

a) Encontre a soma dos digitos de 99 - 33.
b) Usando 999999 = 10° — 1, encontre a soma dos digitos de 999999 - 333333.

¢) Encontre a soma dos digitos de 999...999-333...333, em que cada digito nos fatores
anteriores aparece 2018 vezes.

[9] Jodio e Maria no torneiro de xadrez

a) Um campeonato terd 7 competidores. Cada um deles jogard exatamente um jogo con-
tra todos os outros. Qual o total de jogos do campeonato?

b) Um campeonato terd n competidores e cada um deles jogard exatamente um jogo con-
n-(n—1)

2

¢) Um competidor A é chamado de mestre do campeonato se todo outro jogador ou per-
deu para A ou perdeu para alguém que perdeu para A. Verifique que todo campeonato
em que cada jogador joga exatamente uma vez contra todos 0s outros e que nao exis-
tem empates, sempre admite um mestre.

tra todos os outros. Verifique que o total de jogos é

d) Jodo e Maria estavam num torneio em que cada atleta deveria jogar contra o outro
exatamente uma vez. No entanto, Maria teve um problema de satide e abandonou o
torneio ap6s disputar 10 jogos e Jodo precisou sair apds o seu primeiro jogo. Ao final
do dia, foi contabilizado um total de 55 jogos. O jogo que Joao disputou foi contra
Maria?

Tridngulos na circunferéncia

Juquinha marca pontos sobre uma circunferéncia e desenha triangulos ligando 3 destes
pontos. Os comprimentos dos arcos de 2 pontos consecutivos sdo iguais.

a) Marcando 4 pontos na circunferéncia, quantos triangulos ele conseguira desenhar?

b) Marcando 5 pontos na circunferéncia, quantos tridngulos equildteros ele conseguira
desenhar?

¢) Quantos tridngulos retangulos ele conseguira desenhar se marcar 6 pontos?
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O ladrilho que faltava!

Um ladrilho, em forma de poligono regular, foi retirado do lugar que ocupava em um
painel. Observou-se, entao, que se esse ladrilho sofresse uma rotacao de 40° ou de 60°
em torno do seu centro, poderia ser encaixado perfeitamente no lugar que ficou vago no
painel. Qual o menor nimero de lados que esse poligono pode ter?

Paulo ficou sem bolo

Quando Paulo fez 15 anos, convidou 43 amigos para uma festa. O bolo tinha a forma
de um poligono regular de 15 lados e havia 15 velas sobre ele. As velas foram colocadas
de tal maneira que nao havia trés velas em linha reta. Paulo dividiu o bolo em pedacos
triangulares onde cada corte ligava duas velas ou ligava uma vela a um vértice. Além disso,
nenhum corte cruzou outro ja realizado. Explique por que, ao fazer isso, Paulo pode dar
um pedaco de bolo a cada um de seus convidados, mas ele proprio ficou sem comer.

O Festival de Pesca

A tabela abaixo mostra alguns dos resultados do tltimo Festival de Pesca de Pirajuba, exi-
bindo quantos competidores g pescaram 7 peixes para alguns valores de 7.

njo|1|2|3]|...]13]14]15
glo|5|7]|23]...[5|2]1"

A noticia publicada no jornal da cidade relatou que:
i) ovencedor pescou 15 peixes;
ii) dentre aqueles que pescaram 3 ou mais peixes, a média foi de 6 peixes pescados; e

iii) dentre aqueles que pescaram 12 ou menos peixes a média de peixes pescados foi 5.

a) Qual foi o niimero total de peixes pescados durante o festival?

b) Quantos competidores pescaram de 4 a 12 peixes?
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Sobre rios, correntezas e quem chega primeiro?!

a) Helena e Gabriel pulam, simultaneamente, de uma jangada em um rio e nadam em
direcOes opostas. Gabriel nada rio abaixo seguindo a corrente e Helena nada rio acima
contra a corrente, possivelmente a uma velocidade diferente. Depois de 5 minutos,
eles viram e voltam para a jangada, cada um mantendo uma velocidade constante
durante todo o tempo. Quem chega primeiro? (Durante esse tempo, a jangada estava
ancorada, ou seja, permaneceu parada, apesar da correnteza.

b) Em sua velocidade usual, um homem desce um rio de 15km de comprimento em 5
horas a menos que o tempo que ele gasta nadando no mesmo rio percorrendo o cami-
nho contrdrio. Se ele dobrar a sua velocidade usual, ele passa a descer o rio gastando
apenas 1 hora a menos que o tempo gasto na volta. Considerando que a velocidade da
correnteza do rio se mantém constante durante os trajetos, qual o seu valor em km/h?

Acertando os alvos

Num concurso de tiros, 8 alvos sdo arrumados em duas colunas com 3 alvos e uma coluna
com 2 alvos. As regras sao:

e O atirador escolhe livremente em qual coluna atirar.

¢ Ele deve tentar o alvo mais baixo ainda nao acertado.

a) Se o atirador desconsiderar a segunda regra, de quantos modos ele podera escolher
apenas 3 posicoes dos 8 discos distintos para atirar?

b) Se as regras forem cumpridas, entdo, de quantas maneiras os 8 alvos podem ser acer-
tados?
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A conferéncia de sucesso

Um ciclo de trés conferéncias teve sucesso constante, isto é, em cada sessdo havia o
mesmo nimero de participantes. No entanto, a metade dos que compareceram a pri-
meira ndo voltou mais; um ter¢o dos que compareceram a segunda conferéncia assistiu
apenas a ela, e um quarto dos que compareceram a terceira nao assistiu nem a primeira
nem a segunda. Sabendo que havia 300 inscritos e que cada um assistiu a pelo menos
uma conferéncia, determine:

a) Quantas pessoas compareceram a cada conferéncia?

b) Quantas pessoas compareceram as trés conferéncias?

O ponto no interior

No tridngulo ABC, retangulo em A, tem-se AB =8cme AC =6cm.

a) O ponto P, interior ao triangulo, dista 1cm do lado AB e 2cm do lado AC. Qual é a
distancia de P ao lado BC?

b) Calcule o raio da circunferéncia que é tangente ao lado AC e aos prolongamentos dos
lados AB e BC.

Os livros do pai de Joao

O pai de Jodo possui entre 200 e 300 livros em sua biblioteca. Um quinto destes livros estd
em inglés, um sétimo em francés, um quarto em italiano e o resto sdo livros em espanhol.
Qual o total de livros em espanhol nessa biblioteca?

Amigos no hotel

Um hotel possui 5 quartos distintos, todos com camas individuais para até 2 pessoas. O
hotel estda sem outros hospedes e 5 amigos querem passar a noite nele. De quantos modos
os 5 amigos podem escolher seus quartos?
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Espionagem na corte

O rei Luis estava desconfiado de alguns de seus cortesdos. Ele fez uma lista completa de
cada um dos seus cortesaos e disse a cada um deles para espionar um outro cortesao.
O primeiro da lista foi espionar o cortesdo que estava espionando o segundo da lista, o
segundo da lista foi espionar o cortesdo que estava espionando o terceiro da lista, e assim
sucessivamente, o penultimo foi espionar o cortesdao que estava espionando o ultimo e o
ultimo foi espionar o cortesao que estava espionando o primeiro. Verifique que o rei Luis
tinha um ntimero impar de cortesaos.

Garotas, garotos e seus vizinhos

Vinte e cinco garotos e vinte e cinco garotas estao sentados ao redor de uma mesa. Prove
que € possivel encontrar uma pessoa que tem garotas como vizinhas.

Xadrez no nivel Magistral.

Em torneios de xadrez, geralmenteE], cada vitéria vale 1 ponto, cada empate, 0,5 ponto
e cada derrota, zero ponto. No “Campeonato Magistral” de xadrez participaram apenas
Mestres Internacionais — MI's e Grandes Mestres — GM’s. O nimero de GM’s foi dez vezes

o namero de MI's. Cada enxadrista jogou apenas uma vez contra todos os adversarios
. Co . ~ nn-1) .
e assim, se n foi o nimero de jogadores, entdo ocorreram ——— jogos. A soma dos

pontos de todos os GM’s foi 4,5 vezes a soma de todos os MI’s. Sendo assim, pergunta-se:
a) Quantos Mestres Internacionais participaram desta competicao?
b) Quantos Grandes Mestres participaram deste campeonato?

¢) Quantos jogos teve o torneio?

Torneio sem invictos e totalmente derrotados

Em um torneio com 5 times, nao existem empates. De quantos modos podem ocorrer os
5-4

- = 10 jogos do torneio de modo que, tanto ndo tenhamos um time que ganhou todas
quanto um time que nao perdeu todas as partidas?

'H4 torneios com a “Pontuacdo de Bilbao” ou “Regra de Sofia’, que dentre outras condi¢des, coloca a
vitéria valendo 3 pontos, o empate valendo 1 ponto e a derrota valendo zero ponto.
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As poténcias sempre tém truques novos!

a) Qual dos nimeros é maior: 2100 4 3100 gy 41002

b) Sejam x e y nimeros naturais tais que

1,1 1,1

2 3 59
2x-3y:(24%+%+%+'"+%)-(24§+Z+%+'“+%) -(24#3*%*"*%) -...-(24@) .

Determinar o valor de x + y.

A volta dos Repunits

a) SeA=111...111e B =444...444, verifique que asoma A+ B+1 é um quadrado perfeito
—— ——

2m m
para qualquer inteiro positivo m.

b) Se p=111...111 é um ntimero primo, verifique que / também é um nimero primo.
l

c) Verifique que se x =111...111 é divisivel por 41, entdo n é divisivel por 5.
[ ——
n
d) Se
y=v111...111-10",
| ——]

2nvezes

encontre o maior inteiro positivo que nao é maior que y.
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A soma dos angulos no tridngulo equildtero

Os pontos D e E dividem o lado AB do triangulo equildtero ABC em trés partes iguais, D
entre A e E. O ponto F estd sobre o lado BC de modo que CF = AD. Encontre a soma dos
angulos ZCDF + ZCEF.

O jogo no tabuleiro

Maria e Pedro jogam em um tabuleiro 9 x 9. Maria comeca pintando de vermelho 46
quadradinhos do tabuleiro. Em seguida, Pedro deve escolher um quadrado 2 x 2. Se o
quadrado escolhido por Pedro tem 3 ou mais casinhas pintadas de vermelho, ele vence o
jogo. Caso contrério, vence Maria. Qual dos dois pode sempre garantir a vitoria indepen-
dentemente da jogada do adversério?
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A roleta heptacular

Uma roleta circular possui 7 secoes de igual tamanho e cada uma delas serd pintada com
uma dentre duas cores. Duas coloracdes sdo consideradas equivalentes se uma pode ser
rotacionada para produzir a outra. De quantas maneiras ndo equivalentes a roleta pode
ser pintada?

O Torneio Intergaldtico

Considere um torneio de xadrez envolvendo terrdqueos e alienigenas em que cada joga-
dor joga contra todos os outros exatamente uma vez. Ao final do torneio, cada jogador
obteve metade dos pontos que conquistou jogando contra terrdqueos e metade jogando
contra alienigenas. Sendo ¢ e a os nimeros de terrdqueos e alienigenas, respectivamente,
responda:

a) Qual o total de jogos desse torneio, em fungdo de ¢ e a?

b) Nesse torneio, cada vitoria vale 1 ponto, cada empate vale 0,5 ponto e cada derrota
vale zero ponto. Qual o total de pontos dos terraqueos em funcdo de ¢ e a?

¢) Verifique que o niimero total de jogadores do torneio é um quadrado perfeito.

As pinturas dos quadrados

Dois quadrados de um tabuleiro 7 x7 sdao pintados de amarelo e o resto é pintado de verde.
Dois esquemas de cores sdo equivalentes se um pode ser obtido do outro aplicando uma
rotacdo no plano do tabuleiro. Quantos esquemas de cores ndo equivalentes podemos
obter?
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Os elos da corrente

Joao possui um tnico pedaco de corrente com n elos, cada um pesando 1g. Cada vez que
um elo de algum pedaco de corrente é quebrado, obtemos 3 pedacos. Por exemplo, se um
pedaco possui 9 elos e quebramos o quarto, passaremos a ter pedacos com as seguintes
quantidades de elos: 3, 1 e 5. Um elo quebrado continua pesando 1g.

a) Se n =8, mostre um exemplo de como quebrarmos apenas 2 elos e obtermos pedacos
que possam ser reunidos de modo a realizarmos qualquer peso de 1g até 8g.

b) Se n =16, mostre um exemplo de como quebrarmos apenas 2 elos e obtermos pedacos
que possam ser reunidos de modo a realizarmos qualquer peso de 1g até 16g.

¢) Se n=63g, mostre um exemplo de como quebrarmos apenas 3 elos e obtermos peda-
¢os que possam ser reunidos de modo a realizarmos qualquer peso de 1g até 63 g.

d) Se n = k-2%¥—1, mostre um exemplo de como quebrarmos apenas k—1 elos e obtermos
pedacos que possam ser reunidos de modo a realizarmos qualquer peso de 1g até ng.
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O segmento tangente

Na figura a seguir, o segmento AE € tangente a circunferéncia c em A. O segmento AD é
perpendicular ao segmento BC e o segmento DE é paralelo ao segmento AB. Além disso,
ZEAC =60°.

a) Determine o valor de ZEDC.

b) Encontre a medida do angulo ZAEC.
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Uma construgdo triangular

Na figura a seguir, ABC é um tridngulo is6sceles com BA = BC. O Ponto D estd em seu
interior de modo que ZABD =13°, ZADB =150° e ZACD = 30°. Além disso, ADE é um
triangulo equildtero. Determine o valor do angulo ZDBC.

Tridngulos isésceles e uma construcdo geométrica

O tridangulo ABC abaixo tem um ponto D no seu lado AB, tal que AB = CD, ABC =100°
e DCB = 40°.

B

A C

a) Qual a medida do 4ngulo BDC?

b) Qual a medida do angulo ACD?
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Algumas fracoes bem pequenas!

a)

b)

c)

Considere um primo p que divide 10" + 1 para algum n inteiro positivo. Por exemplo,

1
p = 7 divide 103 + 1. Analisando o periodo principal da representacdo decimal de —,

p
verifique que o nimero de vezes que o digito i aparece é igual ao niimero de vezes que

o digito 9 — i aparece paracada i€ {0,1,2,...,9}.
Considere um nimero primo p que ndo divide 10 e suponha que o periodo da re-

presentacdo decimal de — seja 2k. E sempre possivel quebrarmos o periodo em dois
p

. k . 1 .
numeros que somam 10" — 1?2 Por exemplo, o periodo de > tem tamanho 6 = 2k, pois

é igual 2 142857. Veja que 142 + 857 =999 = 10 —1 = 10¥ - 1.
Sendo
1 1 1
xX= + + +..
1998 19998 199998
ao escrevermos 2x como um nimero decimal, qual serd o 59° algarismo apés a virgula?

)
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A dreado anel

Um heptdgono regular estd imprensado entre dois circulos, como mostra a figura abaixo.
Seus vértices estdo inscritos na circunferéncia maior e seus lados sao tangentes a circun-
feréncia menor. Os lados do poligono medem 2cm e sdo tangentes ao circulo menor e,
além disso, seus vértices pertencem a circunferéncia maior. Sendo assim, qual a drea do
anel sombreado da figura?

A soluciio do sistema

Se (x, y) é uma solugdo do sistema

xXy=6
Xy+xy*+x+y=63

determine o valor de x? + y2.
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A soma dos digitos

Seja S(n) asoma dos digitos de um inteiro n. Por exemplo, S(327) = 3+2+7 = 12. Encontre
o valor de

A=81)-S8(2)+S@B)-S4) +...—S(2016) + S(2017).

B Probabilidade no torneio

Em um torneio com 10 times, cada um deles se enfrenta uma tinica vez. Além disso, ndao
ocorrem empates e cada um possui 50% de chance de ganhar qualquer partida. Qual a

probabilidade de, ap6s contabilizadas as pontuagdes dos — = 45 jogos, ndo existirem
dois jogadores com 0 mesmo numero de vitorias?

TORRECOPOS

O jogo TORRECOPOS consiste em guardar uma pilha de copos, previamente empilhados
sobre uma mesa (Figura 1), com as "bocas"voltadas para baixo, de forma que todos fi-
quem um dentro do outro e apenas um em contato com a mesa (Figura 2). No primeiro
andar, os copos sdo do tipo A, no segundo, do tipo B, no terceiro, do tipo C e assim por
diante. Vence o jogo aquele que os recolher no menor tempo. Na Figura 3, podemos obter
apenas trés configuracoes depois de recolhidos: AAB, ABA e BAA.

Sy
h S
b

\
S

Figura 1 Figura 2 Figura 3

a) Na Figura 1, quantas configurac¢oes diferentes podemos obter apds recolhé-los?

b) Quantas configuracoes diferentes podemos obter ao recolher os copos em uma torre
com 4 andares?
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¢) Quantas configuracoes diferentes podemos obter ao recolher os copos de uma torre
com 7 andares?

B A cauda do fatorial

Se m! termina com exatamente n zeros, dizemos que n é a cauda do fatorial m!. Observe
os exemplos e responda:

e 5!=5x4x3x2x1=120, termina em um zero, por isso, a cauda do fatorial 5! é 1; e

« 10! =3628800, termina em dois zeros, logo a cauda do fatorial 10! é igual a 2.

a) Quais sdo as caudas dos fatoriais de 20! e 25!?

b) Qual o digito das dezenas de 7!+ 8!+9!+...4+2018!?

c) Algum m! tem cauda do fatorial igual a 5?

d) Qual a cauda do fatorial de 2018! (dois mil e dezoito fatorial)?

e) Quantos inteiros positivos menores que 2018 nao sao cauda do fatorial?

Anéis simétricos

Um anel simétrico com m poligonos regulares de n lados cada é formado de acordo com
as regras:

i) cada poligono no anel encontra dois outros;
ii) dois poligonos adjacentes tém apenas um lado em comum;

iii) o perimetro da regido interna delimitada pelos poligonos consiste em exatamente
dois lados de cada poligono.
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O exemplo na figura a seguir mostra um anel com m = 6 e n = 9. Para quantos valores
diferentes de n é possivel construir esse anel?

Bl A linha do trem

Uma linha de trem estd dividida em 10 trechos pelas estacoes A, B,C, D, E, F,G, H, I, J e
K. A distancia de A até K é igual a 56km. O trajeto de dois trechos consecutivos é sempre
menor ou igual a 12km e o trajeto de trés trechos consecutivos sempre é maior ou igual a
17km. Determine as distancias:

a) de J até K;
b) de D até H;

c) deBaG.
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Bl Uma diagonal no diametro

Uma das diagonais de um quadrilatero inscritivel € um diametro de seu circulo circuns-
crito.

Verifique que as intersecoes E e F das retas perpendiculares por A e C, respectivamente,
areta BD satisfazem

DE = BF.

O jogo dos dados

Um jogo é composto das seguintes regras:
i) Em cada rodada, ocorre o langamento de um dado comum nao viciado.
ii) Se sair o numero 3, entdo o jogador A ganha.

iii) Se sair um dos nimeros do conjunto {4, 5,6}, entao o jogador B ganha.

iv) Se sair um dos ntimeros do conjunto {1, 2}, entdo o dado é lancado outra vez até re-
sultar em 3 ou4 ou 5 ou 6.

Qual a probabilidade do jogador B vencer?
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Aplicando areas

A figura a seguir mostra um segmento AB, seu ponto médio C e as semicircunferéncias de
didmetros AB e AC. Uma circunferéncia de centro P é tangente as duas semicircunferén-
cias e também ao segmento AB. Sendo AB =8cm, e O, o ponto médio de AC, pergunta-
se:

A C B

a) Qual a medida do perimetro do tridngulo OCP?

b) Qual a medida do raio da circunferéncia de centro P?

Lunulas

Um quadrildtero ABCD esta inscrito numa circunferéncia de centro O. Sabe-se que as
diagonais AC e BD sdo perpendiculares. Sobre cada um dos lados construimos semicir-
culos, externamente, como mostra a figura abaixo.
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a) Mostre que os tridngulos AOB e COD tém a mesma area.

b) Se AC =8cm e BD =6cm determine a drea da regido pintada.

Combate com dados

Dois jogadores se enfrentam em um jogo de combate com dados. O atacante lancara trés
dados e o defensor, dois. O atacante derrotard o defensor em apenas um lance de dados
se, e somente se, as duas condi¢des seguintes forem satisfeitas:

i) O maior dado do atacante for maior do que o maior dado do defensor.

ii) O segundo maior dado do atacante for maior do que o segundo maior dado do de-
fensor (convencionamos que o “segundo maior dado” pode ser igual ao maior dado,
caso dois ou mais dados empatem no maior valor).

Considerando que todos os dados sdao honestos com os resultados equiprovaveis, calcule
a probabilidade de o atacante vencer com o defensor conseguindo nos dados dele:

a) 2 cincos;

b) 1 cinco e 1 quatro.

Os dngulos do losango

Sejam ABCD um losango, com /BAD > ZABC, e P e Q pontos nos lados AB e AD, res-
pectivamente, tais que o tridngulo PCQ é equilatero, com lado igual ao lado do losango.
Encontre as medidas dos angulos do losango.

Circunferéncia tangente aos lados

Prove que se um poligono possui uma circunferéncia tangente a todos os seus lados, en-
tao é possivel encontrar trés lados do poligono que formam um tridngulo.
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Os clubes da ilha

Uma ilha possui 50 clubes. Cada habitante da ilha é s6cio de 1 ou 2 clubes. Cada clube
tem no maximo 55 sécios e para cada par de clubes existe um habitante da ilha que é
socio dos dois clubes. Encontre todas as possibilidades para as quantidades possiveis de
habitantes da ilha. Justifique sua resposta.

Niimeros no tabuleiro

Alguns ntimeros reais estdo escritos nas casas de um tabuleiro n x n de modo que a soma
total dos ntimeros escritos € positiva. Mostre que existe alguma permutac¢do das colunas
do tabuleiro, de modo que a soma dos ntimeros escritos nas casas da diagonal principal
do novo tabuleiro seja positiva.

Desigualdade no tridngulo

Prove que a soma dos comprimentos dos catetos de um tridngulo retdngulo nunca excede
v'2 vezes a medida da hipotenusa do triangulo.

O rei no tabuleiro

Um rei estd em um dos cantos de um tabuleiro m x n. Dois jogadores movem o rei al-
ternadamente para qualquer casa ainda ndo visitada. O primeiro jogador que ndo puder
mais mover o rei perde. Determine, em funcao das dimensdes do tabuleiro, quem possui
a estratégia vencedora.

Observacao: No xadrez, o rei se movimenta uma casa na horizontal, na vertical ou na
diagonal.

As raizes da equagdo

2017
Encontre a soma das raizes, reais e nao reais, da equacao x?°17 + (E - x) .
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Os pontos na circunferéncia

Considere 2018 pontos em uma circunferéncia de raio 1. Verifique que existe um ponto
P da circunferéncia para o qual a soma das distancias de P aos 2018 pontos é pelo menos
2018.

Quantas raizes quadradas diferentes?!

a) Qual o valor de

1 1 1 1 1 1
+ + + + Fooep—o 2
1+v2 V2+vV3 V3+v4 Va+v5 V5+V6 V99 + /100

b) Sex:\/1+2-\/1+3-\/1+4-\/1+5-\/Téumn1’1meroreal, qual o seu valor?

Duas equacaoes bonitas

a) Determine a soma das raizes reais da equacao

x°+18x+30=2-Vx2+18x+45.

b) Resolva aequacdo v5—-v5—-—x=x,com0<x<5.

Hora de fazer o desenho

Seja ABC um triangulo qualquer, desenhe exteriormente a ABC os tridngulos equilateros
ABD e ACE.

a) Verifique que DC = BE.

b) Sendo F o ponto de intersecao de DC e BE, encontre o angulo ZAFB.
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Em busca do termo minimo!

Determine o termo minimo da sequéncia

\/? /96 \/§ /96 \/5 /96 95 96
-\ =\ =\ =\ =t = =
6 7 6 8 6 9 6 95

EX 1nteiros em progresséo geométrica

Os numeros 10, 11 e 12 podem pertencer a uma mesma progressao geomeétrica?

As cidades de Pirajuba

Pirajuba possui 10 cidades, chamadas H;, Ho, ..., Hg, € algumas delas sdo ligadas por es-
tradas de mao dupla. Sabe-se que é possivel chegar de H; a Hjp. Mostre que uma das
situacoes abaixo ocorre:

(i) Existe um caminho ligando H; a H; utilizando no maximo 3 estradas.

(ii) Existem 2 cidades H; e Hj, 2 < i < j <9, tais que todo caminho ligando H; a Hig
passa por H; ou H;.

A construgdo de estradas

Em um certo pais ha 21 cidades e o governo pretende construir n estradas (todas de mao
dupla), sendo que cada estrada liga exatamente 2 das cidades do pais. Qual o menor valor
de n para que, independente de como as estradas sejam construidas, seja possivel viajar
entre quaisquer 2 cidades (passando, possivelmente, por cidades intermedidrias)?
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O torneio de xadrez

Em um torneio de xadrez, cada um dos participantes jogou exatamente uma vez com
cada um dos demais e ndao houve empates. Mostre que existe um jogador P tal que, para
qualquer outro jogador Q, distinto de P, uma das situacoes a seguir ocorre:

i) Qperdeude P;

ii) Q perdeu de alguém que perdeu de P.

O caminho fechado

Existem 1999 cidades e 4000 estradas em um certo pais (cada estrada conecta 2 cidades).
Prove que existe um caminho fechado passando através de ndao mais que 20 cidades.

Os dngulos do quadrildtero

Num tridngulo ABC, tomamos pontos X, Y sobre os lados AB, BC, respectivamente. Se
AY e CX seintersectamem ~Z e

AY=YC e AB=ZC,

verifique que
LCZY = LABY.

EA As equipes de alunos

Alguns alunos de uma escola foram divididos em equipes satisfazendo as seguintes con-
dicoes:

i) Quaisquer 2 equipes diferentes possuem exatamente 2 membros em comum.
ii) Toda equipe possui exatamente 4 elementos.

iii) Para quaisquer 2 alunos, existe uma equipe da qual ambos ndo fazem parte.

a) Explique por que um par qualquer de estudantes pode participar de no maximo 3
equipes.

b) Qual o nimero méaximo de equipes?
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Fatoracoes e divisibilidade

Usando a fatoragdo da diferenca de quadrados, x> — y? = (x — y)(x + ), podemos escrever

xzn _ yzn _ (xzn—l " yzn—l)(xzn—l _ yzn—l).

22018

a) Explique por que 32" -2
que 1 e distintos.

pode ser escrito como produto de 2018 inteiros maiores

b) Verifique que 32" —1=32"" + D@2 "+ 1DE2"  +1...32+ DB +DE - 1.
¢) Usando o item anterior, verifique que 2! é um divisor de 32" — 1.

d) Conhecendo a fatoracao

m m-=3 .2 m-2

X —ym:(x—y)(xm_1+xm_2y+x Yo+ Xy m=2y

Ty
encontre um inteiro positivo 7 com mais de 2018 divisores positivos tal que 3”1 —2"1
é multiplo de n.

Duas circunferéncias e uma perpendicular

Seja Q um ponto na circunferéncia de didametro AB, sendo Q diferente de A e B. Seja
QH areta perpendicular a AB que passa por Q, sendo H pertencente a AB. Os pontos
de intersec¢do da circunferéncia de didametro AB e a circunferéncia de centro Q e raio QH
sdo C e D. Prove que CD passa pelo ponto médio de QH.
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ENUNCIADOS E SOLUCOES DO NIVEL 1

A soma desconhecida

Na soma abaixo, letras iguais representam digitos iguais e letras diferentes digitos dife-
rentes.

+
NEEES

Qual o digito representado pela letra X?

A soma desconhecida - Solugdo

Inicialmente note que X + X + Z <2-9 + 8 = 26. Portanto, serd acrescentado na casa das
dezenas no maximo 2 unidades. Como Y # Z, ao somarmos 1 ou 2 unidades a Y devemos
obter o ntimero de dois digitos ZZ. Como Y +2 < 9+2 = 11, a tinica possibilidade é termos
77 = 11, assim, Y = 9. Para que asoma 2X + Y termine em 1 e tenha X # 1, devemos ter
X =6. De fato, esses valores satisfazem a soma:

+
—lo oo o
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Quadrado cheio de quadrados

Na figura a seguir, temos um quadrado 5 x 5 que contém um quadrado preto central.
Existe uma cole¢do de quadrados com lados paralelos aos lados do tabuleiro com di-
mensoes que variam de 1 x 1 a 5 x 5 formados pelos quadradinhos da figura. Quantos
elementos dessa cole¢do contém o quadrado escuro preto?

Quadrado cheio de quadrados - Solugao

Como existem apenas 5 tipos de quadrados, a saber, os que possuem dimensoes 1 x 1,
2x2,3x3,4x4e5x5,podemos separar a contagem em cinco casos:

1. Existe apenas 1 quadrado de dimensao 1 x 1 contendo o quadrado preto, que é o
préprio quadrado preto.

2. Existem 4 quadrados de dimensao 2 x 2 contendo o quadrado preto.
3. Existem 9 quadrados de dimensao 3 x 3 contendo o quadrado preto.
4. Existem 4 quadrados de dimensao 4 x 4 contendo o quadrado preto.
5. Existe apenas 1 quadrado de dimensao 1 x 1 contendo o quadrado preto.

Portanto, o nimero de elementos da cole¢do que contém o quadrado preto central é 1 +
4+9+4+1=19.
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Balde ou bacia?

Dois recipientes, um balde e uma bacia, possuem 3 e 5 litros de volume, respectivamente.
Retirando dgua de um lago, como podemos deixar a bacia com exatamente 4 litros de
dgua usando somente esses dois recipientes?

= =

Balde ou bacia? - Solucdo

Em qualquer momento, podemos indicar as quantidades de d4gua nos dois recipientes por
meio de um par (a, b), em que a indica a quantidade de litros do balde e b o da bacia. No
inicio, quando ambos os recipientes estdo vazios, temos o par (0,0). No estdgio, queremos
obter o par (a,4), que é quando a medicao se torna completa. Considerando apenas os
valores inteiros nao negativos para a e b, como existem 4 opcoes para a e 6 opc¢oes para b,
temos ao todo 4 -6 = 24 possiveis configuracoes para analisar. Podemos representar essas
configuracoes por pontos como indicados no desenho a seguir:

{3.2) (3.4)
]

(2.5)

(0.5)

Nesse desenho, podemos conectar dois pontos quando existe alguma operacao com 0s
recipientes que transforma as quantidades de 4gua em um desses pontos no outro. Por
exemplo, podemos ligar (0,0) ao ponto (0,5), pois isso significa encher a bacia e deixar
o balde vazio. Também ligamos um ponto associado a (a,0) ao ponto associado a (0, a),
pois isso significa transferir toda a 4gua do balde para a bacia, que se encontra vazia. O
desenho anterior mostra um caminho, a partir de (0,0) até (3,4), que é o momento de
pararmos por ja termos obtido a quantidade exata de 4 litros na bacia.
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Essas operacoes podem ser resumidas na seguinte tabela:

al0]0](3]02|2]|3
b|0|5[2|2]0|5|4

Observacao: Uma estratégia muito ttil em problemas que envolvem mudancas de confi-
guracoes é a representacao grafica das transi¢cdes por meio de pontos e setas. Essas repre-
sentacoes sdo estudadas na Teoria dos Grafos. Outro exemplo de problema semelhante:

Um leiteiro possui um recipiente com a capacidade de 12 litros. Ele precisa entregar exa-
tamente 6 litros a um consumidor que possui dois recipientes vazios, um de 8 litros e ou-
tro de 5 litros. Como o leiteiro podera deixar exatamente 6 litros no recipiente de maior
volume do cliente e manter os outros 6 litros consigo?

A Tabela que representa os movimentos no grafico associado a essa situacdo até a obten-
¢do dos 6 litros no recipiente do cliente é:

recipientecom12/ | 12 |4 |49 |9 |1 |1 |6
recipiente com 8/ 0
recipiente com 5/ 0 |0|5[{03[3|5]0

[e0]
w
w
(=)
(o))

4| As casas dos vizinhos

Oito amigos vivem em uma mesma rua e moram em casas distintas. Ana vive ao lado de
Beto; Hélio vive em frente a Claudio; Eliana vive ao lado de Francisco; Daniel vive ao lado
de Ana; Francisco vive em frente de Daniel e ao lado de Hélio; e Gustavo vive ao lado de
Eliana. Se as 8 casas sdo os quadradinhos do desenho abaixo determine as casas de cada
um.

4| As casas dos vizinhos - Solucio

Sejam A, B, C, D, E, F, G e H os 8 amigos (cada um estd associado a primeira letra do seu
nome). Estudemos inicialmente o caso em que B estd a esquerda de A. Assim, D estd a
direita de A e temos as seguintes letras em ordem: Bm

Como F esté na frente de D, temos as seguintes possibilidades

BIA|D F
FI°“[BlA D]
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Como H estéd ao lado de F e na frente de C, as configuracoes possiveis sao

BIA|D|C F|H
Flu®BlAlD|C/

Como E vive ao lado de F e G ao lado de F, as tinicas maneiras de completarmos a distri-
buicdo sdo:

E|F|H
A|D|C/

B[A|D|C G
GIE|F|lH]| °™ B

O estudo do caso em que B esté a direita de A é anadlogo e produz as seguintes solucdes:

B H|F|E|G
G|l “ [CcID[A|B

C|D|A
H|F|E

|5| Baralho colorido

Um baralho tem 900 cartas numeradas de 100 a 999. Cartas cuja soma dos algarismos € a
mesma, possuem a mesma cor e cartas com somas distintas, cores diferentes. Alice, Bia,
Carla e Dani pegam, cada uma, uma certa quantidade de cartas.

a) Todas as cartas que Alice pegou tinham cores diferentes. Qual a quantidade méxima
de cartas que Alice pode ter pego?

b) Bia pegou todas as cartas que possuem o algarismo 1. Quantas cartas Bia pegou?

c) Carla pegou todas as cartas com exatamente 2 algarismos iguais. Quantas cartas Carla
pegou?

d) Dani disse: — Peguei duas cartas com a mesma cor e nimeros consecutivos. E possivel
que isso tenha acontecido?

|5| Baralho colorido — Solugdo

a) 27 cartas. A quantidade maxima de cartas que Alice pegou corresponde a quantidade
de diferentes somas dos algarismos dos ntimeros de 100 a 999. Como a menor soma
€1+0+0=1eamaior é9+9+9 =27, entdo o total de somas é 27. Para garantir que
existem todas essas somas, podemos listar um exemplo de cada soma: 100, 101, 102,
103, 104, 105, 106, 107, 108, 109, 920, 921, 922, 923, 924, 925, 926, 927, 928, 929, 939,
949, 959, 969, 979, 989, 999.
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b) 233 cartas. De 100 a 199, todas possuem o 1, ou seja, 100 cartas; de 200 a 299, sdo 19
cartas (201, 210, 211, 212, 213, 214, 215, 216, 217, 218, 219, 221, 231, 241, 251, 261, 271,
281, 291); de 300 a 399, de 400 a 499 e assim por diante, é a mesma quantidade que de
200 a 299. Portanto, o total de cartas que possuio 1 é 100+ 7-19 = 233.

c) 243 cartas. Vamos contar quantas cartas possuem exatamente o 1 duas vezes. Como 1
na casa das unidades e na casa das dezenas, sao 8 possibilidades, ja que o 0 ndo pode
ocupar a casa das centenas, enquanto que, com o 1 na casa das unidades e na casa das
centenas, assim como na casa das dezenas e na casa das centenas, sao 9 possibilidades
cada. Portanto, sdo 8 +9+9 = 26 cartas com o 1 se repetindo exatamente 2 vezes.
Para os demais algarismos, com excecao do zero, esta quantidade se repete. O zero se
repetird exatamente duas vezes nos numeros 100, 200, 300, ..., 900, ou seja, 9 vezes.
Portanto, o total de cartas que Carla pegou é 9-26 +9 = 243.

d) Impossivel. Existem 3 casos de nimeros consecutivos:

1. Nameros do tipo abc e ab(c+ 1), com c€ {0,1,2,3,4,5,6,7,8}: neste caso devemos
tera+b+c=a+b+c+1, que é absurdo.

2. Numeros do tipo ab9 e a(b + 1)0: neste caso devemos tera+b+9=a+b+1+0,
que é absurdo.

3. Numeros do tipo a99 e (a+ 1)00: neste caso devemos ter a+9+9=a+1+0+0, que
também é absurdo.

Portanto, € impossivel a situacdo descrita por Dani.

|6| Dados icosaédricos?

Um icosaedro regular é um sélido geométrico com 20 faces, que sao tridngulos equilate-
ros. Desenhando os numeros de 1 a 20 nas faces de um icosaedro regular, transformamo-
lo em um dado. Luisa e Mathias inventaram um jogo no qual, cada um joga o dado icosaé-
drico 5 vezes e anota os nimeros tirados na sequéncia, formando um tnico nimero. Por
exemplo, Luisa tirou a sequéncia 5, 11, 7, 20, 17, entdo ela anotou o ntimero 51.172.017.

a) Na primeira partida Luisa venceu com a maior diferenca possivel. Qual é essa dife-
renca?

b) Na segunda partida, Luisa fez 162.012.510 pontos e Mathias lancou o dado quatro ve-
zes, tirando 14, 11, 8 e 19. E possivel Mathias vencer esta partida com seu tltimo lan-
¢camento?

¢) Na terceira partida, Luisa fez 12.111.813 pontos. Quantas sdo as sequéncias nas quais
é possivel obter essa pontuac¢ao?
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|6] Dados icosaédricos? - Solucdio

a) 2.020.190.909. Para que isso tenha acontecido, Luisa tirou 20 em seus 5 lancamentos
e Mathias tirou 1 em seus 5 lancamentos, sendo a diferenca igual a 2.020.202.020 —
11.111 = 2.020.190.909.

b) Nao. A maior pontuacdo possivel, seria tirando 20 no dltimo lancamento, ficando com
141.181.920, que é menor que 162.012.510.

¢) 10. Vamos utilizar um diagrama para verificar todas as possibilidades:

Contando o total de possibilidades chegamos a 10.
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Paralelepipedos de madeira

Maria ganhou um jogo composto por 4 pecas (A, B, C e D) de madeira, todas em for-
mato de paralelepipedos reto-retangulos (todas as faces sdo retangulares), sendo A e B
de dimensdes 2cm x 3cm x 6¢cm, C de dimensdes 3cm x 4cm x 6¢cm e D de dimensoes
2cm x 6¢cm x 6¢cm.

6ecm A e|B 6em 6em)

N e E
| S
Q

3em
e 3 e 3em . 2em

2em 4em 6cm

a) Qual a drea total de cada uma das quatro pecas?
b) Qual o volume de cada uma das quatro pecas?
¢) Maria encaixou as quatro pecas formando um cubo. Qual a medida da aresta do cubo?

d) Apos construir o cubo, Maria o pintou de branco. Quando a tinta secou, ela o desmon-
tou. Qual a d&rea que permaneceu com a cor original?

Paralelepipedos de madeira — Solugdo

a) 72cm?, 72cm?, 108cm? e 120cm?. Em um paralelepipedo reto-retangulo sio 6 faces
retangulares, sendo 3 pares iguais. Calculando a érea total A de cada uma das pecas
temos Ay = Ap =2(2-3+2-6+3-6) = 72cm?, Ac =2(3-4+3-6+4-6) = 108cm? e
Ap=2(2-6+2-6+6-6) =120cm>.

b) 36cm3, 36cm?, 72cm3 e 72cm®. Em um paralelepipedo reto-retangulo, calcula-se seu
volume V fazendo o produto das 3 dimensdes. Temos entdo V4 = Vg =2-3-6 = 36cm?,
Ve=3-4-6=72cm3®e Vp=2-6-6=72cm?.
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c) 6¢cm. Se ela formou um cubo, entdo o volume desse cubo é V., =36+36+72+ 72 =
216cm3. Como 6% = 216, entdo a medida da aresta do cubo é 6cm.

™\
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1
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|
1
1
|
1
1

———
Y

N————— e
1
1
1
1
\‘l.——-l-—————-—-—-
1
1
1
1
1
4

AN
N

\,

AN

AN
\,
AN

d) 156cm?. A 4rea pintada de branco foi 6-6 = 216cm? e a 4rea total é 72+72+108+120 =
372cm?. Portanto, a 4rea que permaneceu com a cor original foi 372 — 216 = 156 cm?.
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Construindo sequéncias numéricas

Comecando com qualquer nimero natural ndo nulo é sempre possivel formar uma sequén-

cia de nameros que termina em 1, seguindo repetidamente as instru¢des a seguir:

1. se o nimero for multiplo de 3, divide-se por 3;

2. se o numero deixar resto 1 na divisdo por 3, subtrai-se 1;

3. se o numero deixar resto 2 na divisao por 3, soma-se 1.

Por exemplo, comecando com o niimero 76, forma-se a seguinte sequéncia:
76—-75—-25—-24—-8—-9—-3—-1.

Nessa sequéncia aparecem 8 niimeros, por isso, dizemos que ela tem comprimento 8.

a) Escreva a sequéncia que comeca com 100.

b) Quais sequéncias tém comprimento 4?2

¢) Quantas sequéncias tém comprimento 62

Construindo sequéncias numéricas — Solugdao
a)
100-99—-33—>11—12—4—3—1.

b) {27,9,3,1}, {10,9,3,1}, {8,9,3,1}, {12,4,3,1}, {6,2,3,1}. Analisando o processo de forma
inversa, devemos chegar sempre ao 1, que serd sempre o ultimo elemento da sequén-
cia; para chegar ao 1, devemos sempre passar pelo 3, pois se chegarmos ao 2, devemos
somar 1 e se chegarmos ao 4, devemos subtrair 1, entdo o 3 é sempre o penultimo ele-
mento da nossa sequéncia; para chegar até o 3, temos que passar antes pelo 2 ou 4,
como visto anteriormente, ou pelo 9; para chegarmos ao 2, devemos passar antes pelo
6, para chegarmos ao 4, devemos passar antes pelo 12 e para chegarmos ao 9, deve-
mos passar antes pelo 8, 10 ou 27. Portanto, as sequéncias sao {27,9,3,1}, {10,9,3,1},
{8,9,3,1},{12,4,3,1}, {6,2,3, 1}.
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c) 21. Pelo item anterior, vemos que, para chegar ao 1, passa-se obrigatoriamente pelo 3;
vimos também que, para chegarmos em um mdultiplo de 3, ou somamos uma unidade,
ou subtraimos uma unidade, ou fazemos uma divisdo por 3; mas para chegarmos em
um nimero que nao seja multiplo de 3, conseguimos apenas através da divisdo por
3. Dessa forma, vamos partir das sequéncias de comprimento 4 encontradas no item
anterior, sendo 3 delas iniciando por um multiplo de 3 e as outras duas por um nao
multiplo de 3. Cada nao multiplo de trés obtemos pela divisao por 3, de um multiplo
de 3 (é claro), que pode ser obtido de 3 nimeros e, dessa forma, essas duas sequéncias
de comprimento 4 dao origem a 3 sequéncias de comprimento 6, cada uma. Com cada
multiplo de 3 podemos obter de 3 nimeros, sendo apenas um deles multiplo de 3,
entdo teremos 5 sequéncias de comprimento 6 para cada uma das trés sequéncias.
Portanto, sdo 2-3 +3-5 =21 sequéncias de comprimento 6.

|9| Vendendo sanduiches

Ana, Bia, Catia, Diana e Elaine trabalham como ambulantes vendendo sanduiches. Dia-
riamente, elas passam na lanchonete do Sr. Manoel e pegam a mesma quantidade de
sanduiches para vender. Um certo dia, Sr. Manoel estava doente e deixou um bilhete
. . . 1
avisando o motivo pelo qual ndo estava 14, mas pedindo que cada uma pegasse = dos
sanduiches. Ana passou primeiro, seguiu as instrucoes do bilhete e saiu para vender seus
sanduiches. Bia, passou em seguida, mas pensou que era a primeira a passar, pegando
s do que havia e saiu. Cétia, Diana e Elaine chegaram juntas e dividiram igualmente a

quantidade que havia, ja que Cdtia sabia que Ana e Bia haviam passado antes.

a) Que fracdo do total de sanduiches coube a Bia?

b) Quem ficou com a menor quantidade de sanduiches? Quem ficou com a maior quan-
tidade?

¢) Ao final da divisdo, nenhuma das vendedoras ficou com mais de 20 sanduiches. Quan-
tos sanduiches o Sr. Manoel deixou para elas?

|9| Vendendo sanduiches - Soluciio

4 4
- — = — dos sanduiches.
5 25

4 1 4 1
a) —. Como Bia pegou - de —, ela ficou com -
25 5 5 5

1 5
b) Ana pegou s = 25 e Cétia, Diana e Elaine dividiram entre as trés a fracdao que restava,
9 16 ) 16 . L. 12
que era 1 - — = —, ou seja, cada uma pegou — dos sanduiches, que é maior que — e
15 25 25 75 75

%. Sendo assim, Cédtia, Diana e Elaine ficaram com a maior parte e Bia com a menor.
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¢) 75. A quantidade de sanduiches deve ser um multiplo comum de 5, 25 e 75, sendo 75
o menor deles. Para 75 sanduiches, as quantidades de Ana, Bia, Cdtia, Diana e Elaine
sdo, respectivamente, 15, 12, 16, 16, 16, todas menores que 20, mas para o proximo
multiplo comum de 5, 25 e 75, que € 150, todas ficardo com mais de 20 sanduiches.
Sendo assim, essa quantidade deve ser 75.

Muitas balas

Sobre uma mesa existe uma certa quantidade N de balas. Aline e Bruna combinam que,
alternadamente, cada uma deve comer pelo menos uma, mas ndo mais que a metade da
quantidade existente. Vence o jogo quem comer a ultima bala. Ana sempre comeca o
jogo.

a) Para N =5, qual das duas tem a posi¢do vencedora? (Posicdo vencedora é aquela na qual
a jogadora pode vencer qualquer que seja a sequéncia de jogadas de sua adversdria.)

b) Para N = 20, qual das duas tem a posicéao vencedora?

¢) Quais sdo os valores de N, sendo 100 < N < 200, que dao a Bruna a posi¢do vencedora?

Muitas balas - Solucdo

a) Bruna. A quantidade de balas que deve ser comida é de 1 até a metade da quanti-
dade existente na mesa. Sendo assim, a vencedora (V) deve encontrar, em sua utltima
jogada, 1 bala sobre a mesa e, para que isso aconteca, na jogada anterior deveriam
existir 2 balas para a jogadora (P), obrigando-a a comer apenas 1; antes disso, entdo,
deveria existir 3 ou 4 balas sobre a mesa, para que a futura vencedora (V) coma, res-
pectivamente 1 ou 2 balas. Dessa forma, como a quantidade inicial de balas é 5, a
primeira jogadora poderd comer apenas 1 ou 2, deixando 3 ou 4 sobre a mesa. Sendo
assim, a posigdo vencedora é da segunda jogadora, ou seja, Bruna.

b) Aline. A primeira jogadora, Aline, deve comer 9 balas, pois sobram 11 para Bruna, que
deverd comer de 1 a 5 e, qualquer que seja essa quantidade, Aline come quantidade
de balas de maneira que restem 5 para Bruna e, vimos pelo item anterior que 5 € uma
posicdo perdedora (situacao na qual a adversdria tem a posi¢do vencedora).
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c¢) 191. Como cada uma s6 pode comer até a metade da quantidade de balas, se uma
quantidade k € posigdo perdedora, entdo o dobro disso mais uma unidade, 2k +1, tam-
bém vai ser posicdo perdedora, pois, qualquer que seja a quantidade comida, a adver-
saria podera deixar k balas na mesa. Como vimos que 2 € a ultima posi¢do perdedora,
assim como 5, no primeiro item, entdo a sequéncia de posigoes perdedoras é

{2,5,11,23,47,95,191,383,.. .},

ou seja, para que Bruna venca é necessdrio que o jogo inicie com uma quantidade
correspondente a posi¢do perdedora, sendo que esse valor no intervalo de 100 a 200 é
apenas 191.

Sdio muitos retangulos

O quadriculado da figura abaixo é composto por 25 pequenos quadrados unitérios. De-
termine:

a) Quantos quadrados com vértices sobre os pontos da figura e lados sobre os segmentos
da figura existem?

b) Quantos pares de retas paralelas, de maneira que cada uma contenha algum segmento
da figura, existem?

¢) Quantos retangulos com vértices sobre os pontos da figura e lados sobre os segmentos
da figura existem?
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|11 Sdo muitos retdangulos — Solucdo

a) 55. Vamos dividir nossa contagem:

1. 1x1sdo 25 quadrados;

2. 2x2sa0 16;

3. 3x3s3a09;

4. 4x45s304;

5. 5x5éapenas 1.

Portanto, sdo 25+ 16+ 9 +4 + 1 = 55 quadrados ao todo.
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b)

C)

30. Para escolhermos uma reta na horizontal, de maneira que ela contenha um dos
segmentos, sdo 6 possibilidades e, para escolhermos uma segunda reta, paralela a pri-
meira, devendo ser na horizontal também, € claro, temos 5 possibilidades. Ao multi-
plicarmos estas possibilidades, estariamos contando todos os pares de retas duas ve-
zes, por exemplo, estariamos considerando o par de retas que passam pela segunda e
quarta linhas diferentes do par de retas que passam pela quarta e segunda linhas, mas

é o mesmo par. Dessa forma, o total de pares de retas paralelas horizontais é — =15,

assim como o total de pares de retas paralelas verticais, ou seja, o total de pares de
retas paralelas contendo segmentos da figura é 15+ 15 = 30.

225. Sabemos que um retangulo tem dois pares de lados paralelos. Se queremos contar
os retangulos com lados sobre 0s segmentos e vértices sobre os pontos da figura, basta
escolhermos dois pares de retas paralelas horizontais e depois dois pares retas parale-
las verticais, que teremos um retangulo. Assim, o total de retangulos é 15-15 = 225.

Os professores e suas cidades

Rita, José e Sonia sdo professores de Literatura, Quimica e Matemadtica, nas cidades de
Palmas, Fortaleza e Vitéria, nao necessariamente nestas ordens de disciplinas e cidades.
Sabe-se que:

 José é professor de Literatura.

e Quem trabalha em Palmas é professor de Quimica.

e Rita ndo trabalha em Vitéria, nem leciona Quimica.

a)

b)

c)

Quem leciona Matematica?

Quem ensina Quimica?

Quem trabalha em Vitéria?
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Os professores e suas cidades — Solucdo

Vamos montar tabelas e fazer a interpretacdo de cada uma das proposicoes.

Disciplina | Cidade | Proposicao
Rita QM PFV
José L@ M PFV | José é professor de Literatura.
Sonia QM PFV

Como José € o professo

r de Literatura, os demais ndao poderao ministra-la.

Disciplina | Cidade | Proposicao
Rita LaM PF Y | Ritando trabalha em Vitéria, nem leciona Quimica.
José L@ M PFV | José € professor de Literatura.
Sonia| ZQM PFV

a) Rita entao ensina Matematica.

b) Soénia ensina Quimica (e trabalha em Palmas).

Disciplina | Cidade | Proposicao
Rita L@M P F )Y | Ritando trabalha em Vitéria, nem leciona Quimica.
José L@ M P FV | José é professor de Literatura.
Sonia | ZQM P F ¥ | Quem trabalha em Palmas é professor de Quimica.

c¢) Portanto, Rita trabalha em Fortaleza e José em Vitoria.

Disciplina | Cidade | Conclusao
Rita LaM P F Y | Ritaensina Matemética em Fortaleza.
José L@ M | P FV | Joséensina Literatura em Vitoria.
Sonia| ZQM | PF Y | Soniaensina Quimica em Palmas.

Uma data de aniversdrio complicada!

Alberto e Bernardo se tornaram amigos de Carol, recentemente, e eles querem saber
quando é o aniversario dela. Carol deu a eles uma lista com 12 possiveis datas:

¢ 4 dejaneiro; ¢ 8 de marco; e 7 dejunho; ¢ 7 de outubro;
* 5dejaneiro; o 8de abril; ¢ 5dejunho; ¢ 4 de outubro;
¢ 11 dejaneiro; e 9de abril; ¢ 13 dejulho; ¢ 8 de outubro.

Em seguida, Carol fez uma brincadeira contando a Alberto e Bernardo, separadamente, o
meés e o dia de seu aniversario, respectivamente, e pediu para que eles conversassem para
descobrir a data do aniversario dela.
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N3ao teria muita graca se ela fizesse aniversario em marco ou julho, pois s6 temos uma
possivel data em cada um desses meses dentre as opcoes e Alberto acertaria imediata-
mente. Também seria rdpido se ela aniversariasse em 11 de janeiro ou 9 de abril ou 13 de
julho, pois os referidos nimeros s6 aparecem uma vez na lista e Bernardo poderia desco-
brir a resposta sozinho. Assim, eles iniciaram uma conversa para tentar descobrir.
Alberto diz: N3o consigo saber a data do aniversério de Carol, mas garanto que Bernardo
ndo sabe também.

Bernardo diz: No inicio, eu ndo sabia a data completa do aniversario, mas agora eu sei.
Alberto: Entdo eu também sei quando € o aniversario de Carol.

a) Por que na primeira fala de Alberto, ele diz que nem ele nem Bernardo sabem ainda a
resposta?

b) Por que Bernardo disse que no inicio ndo sabia a resposta, mas ap6s a fala de Alberto,
Bernardo descobriu a data do aniversario de Carol?

¢) Quando é o aniversario de Carol?

Uma data de aniversdrio complicada!

a) Inicialmente, Alberto nao tinha como saber a resposta, pois, com excecao de marco e
julho, todos os meses tém mais de uma data possivel. Entdo Carol ndo faz aniversério
em mar¢o ou julho. Porém como ele garantiu que Bernardo nao sabia, isso quer dizer
que o més do qual ele foi informado ndo tem data exclusiva no conjunto, ou seja, nao
pode ser janeiro (11 € uma data que s6 janeiro possui na lista) nem abril (9 é uma data
que s6 abril possui na lista) nem julho (pelo dia 13). E as opcoes agora sao:

o 4-dejaneire; * 8-demarce; e 7 dejunho; e 7 de outubro;
» 5-dejaneire; e 8-deabril; e 5dejunho; e 4 de outubro;
o H-dejaneire; e 9-de-abril; o 13-dejulthe e 8de outubro.

b) Agora, quando Bernardo fala que ndo sabia, mas que agora sabe a data, possivelmente
o namero que ele recebeu aparecia em mais de um més na lista, e com a eliminacdo de
janeiro, abril e julho (pelo item anterior) as opc¢des se reduziram entre junho e outubro.
Além disso, ndo pode ser 7, pois este ultimo manteria ainda alguma ddvida. Sendo
assim, a lista fica:

o 4-dejaneire; o 8-demarco; o 7dejunhe; o 7deoutubre;
o 5-dejaneire; o 8-deabril; e 5dejunho; e 4 de outubro;
o H-dejaneire; o 9-de-abril; e 13-dejulhe e 8de outubro.
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c) Por fim, Alberto também descobre. Portanto, a data tem que ser uma opc¢ao nao co-
mum em relagdo a junho e outubro e tnica no seu respectivo més. Dai, como outubro
tem duas outras opc¢oes de datas (4 e 8, sdo s6 de outubro, mas a divida ainda iria
permanecer), o aniversario de Carol fica no dia 5 de junho.

o 4-dejaneire; ¢ 8de marco; o 7dejunho; o 7deoutubre;
s 5dejaneiro; e 8deabril; e 5dejunho; o 4-deoutubro;
o Lldejaneiro; o 9deabril; e 13-dejulhe o 8-deoutubre.

Os prisioneiros bons de raciocinio

Trés prisioneiros (com excelentes habilidades em logica e matematica) tém a chance de
sair da prisdo. Um deles enxerga bem com os dois olhos, o outro com somente um olho e
o terceiro € cego.

O carcereiro falou aos prisioneiros que entre trés chapéus brancos e dois vermelhos, pe-
garia trés e colocaria sobre as cabecas deles, mas ndao permitiria que ninguém olhasse a
cor do chapéu sobre a propria cabeca, apenas os dos outros presos. O carcereiro reuniu
os trés prisioneiros com os chapéus na cabeca e ofereceu-lhes a liberdade, desde que al-
gum deles soubesse a cor do chapéu na prépria cabeca. O primeiro prisioneiro a falar foi
0 que enxergava com os dois olhos.

a) Qual seria a situacdo que poderia garantir ao primeiro prisioneiro acertar o chapéu
que ele usava?

b) O primeiro prisioneiro negou saber a resposta. Assim, o processo foi repetido com o
prisioneiro que enxerga somente com um olho. Quais as cores que ele precisaria ver
nos chapéus dos outros presos que permitiria que ele acertasse a cor do seu proprio
chapéu? Nesse caso, qual deveria ser essa cor?

c) Apo0s o primeiro prisioneiro negar saber a resposta, o processo foi repetido com o pri-
sioneiro que enxerga somente com um olho e este também nao soube responder. O
carcereiro nem se preocupou em fazer a pergunta ao prisioneiro cego, mas esse afir-
mou que sabia a cor do chapéu na prépria cabeca. Qual era essa cor?

Os prisioneiros bons de raciocinio - Solugdao

a) A unica possibilidade seria ele ter visto dois chapéus vermelhos nas cabecas dos de-
mais. Perceba que se o primeiro prisioneiro nao ver dois chapéus de cor vermelha nos
demais prisioneiros, ele nao saberd a cor do préprio chapéu.
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b) Como o primeiro prisioneiro ndo soube a resposta, os outros dois prisioneiros pos-
suem dois chapéus brancos ou um branco e um vermelho. Para o segundo prisioneiro
acertar, ele precisaria ver

1. dois chapéus vermelhos, e assim o0 que estd em sua cabeca é branco; ou

2. chapéu vermelho na cabeca do prisioneiro cego para concluir que o da prépria
cabeca s6 poderia ser branco, pois se fosse vermelho, o primeiro prisioneiro teria
acertado.

¢) Como o segundo prisioneiro ndo soube responder, entao o prisioneiro cego ndo estava
de chapéu vermelho (pelo item b-ii). Portanto, ele s6 poderia ter chapéu branco.

As aulas de Mdrio

Mairio fez 30 horas num curso extra de matemadtica. Nos dias em que tinha aula, a dura-
¢do era so de 1 hora, que ocorria exclusivamente no periodo da manha ou no da tarde.
Ademais, aconteceram 20 tardes e 18 manhas sem aula durante o periodo do curso.

a) Em quantos dias ndo houve aula?

b) Quantos dias durou o curso?

15| As aulas de Mdrio - Solugiio

Podemos montar um diagrama com dois conjuntos entrelacados. Os conjuntos T, repre-
sentando as tardes sem aula, e M, o das manhas sem aula. Assim, a intersecao (T N M),
que possui x elementos, representa os dias inteiros sem aula.

T[20] M][18]
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a) O subconjunto (T — M) representa os dias com aula sé pela manha e o subconjunto
(M —T) os dias com aula sé pela tarde. Dai, preenchemos o diagrama com as informa-
coes de que houve (20 — x) manhas com aula e (18 — x) tardes com aula, totalizando 30
horas de curso, entao

20—x+18—-x=30
—-2x=30-38
2x=8

X = 4 dias sem aula.

b) Existem 30 dias com aula e 4 sem, ou seja, a durac¢do foi de

30 +4 = 34 dias.

Dois problemas sobre relogios

a) Num rel6gio digital, as horas sdo exibidas por meio de quatro algarismos. Por exemplo,
ao mostrar sabemos que € meia-noite e ao mostrar sabemos que falta
um minuto para meia-noite. Quantas vezes por dia os quatro algarismos mostrados
sao todos pares?

b) Um rel6gio, com ponteiros de horas, minutos e segundos, faz plim toda vez que um
ponteiro ultrapassa outro no mostrador. Os trés ponteiros s6 se sobrepoem ao meio-
dia ou a zero hora. Qual o ntimero de plins registrados em um certo dia, no periodo
entre as 12 horas e 1 segundo e as 23 horas, 59 minutos e 59 segundos?

Dois problemas sobre reldgios — Solucdo

a) Vamos dizer que o mostrador é composto de 4 casas. A primeira casa s6 pode ser
ocupada pelos algarismos 0, 1 ou 2. A segunda casa, depende da primeira pois, quando
essa for 0 ou 1, podem aparecer todos os algarismos, e quando a primeira for 2, pode-
se ter 0, 1, 2 ou 3. A terceira casa s6 permite os algarismos de 0 a 5. Além disso, a
quarta casa também permite a ocorréncia de todos os algarismos. Na primeira casa,
temos dois casos de nimeros possiveis:

i) Suponha que a primeira casa é ocupada pelo 0; na segunda podem aparecer 0,
2, 4, 6 ou 8; na terceira, 0, 2 ou 4; e na ultima 0, 2, 4, 6 ou 8. Logo, sdo possiveis
1 x5x3x5=75horérios.

ii) Suponha que a primeira casa é ocupada pelo 2; na segunda casa s6 serdo possiveis
0 ou 2; na terceira casa podem ser 0, 2, 4; ou na quarta podem 0, 2, 4, 6 ou 8. Logo,
sao possiveis 1 x 2 x 3 x 5 =30 momentos com a regra colocada.

Por fim, ficamos com 75 + 30 = 105 vezes por dia.
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b) Sao trés situacoes:

i) O ponteiro das horas é ultrapassado pelo ponteiro dos segundos a cada minuto, o
que resulta em 60 vezes por hora, ou seja, no total, o ponteiro das horas é ultra-
passado pelo ponteiro dos segundos 12 x 60 = 720 vezes, tirando o horério 00 : 00,
serdo 719 plins.

ii) O ponteiro dos minutos € ultrapassado pelo ponteiro dos segundos a cada minuto
de 1 a59, ocorrendo 59 vezes, e no periodo colocado essa situacao ocorre 12 x59 =
708 vezes.

iii) O ponteiro das horas é ultrapassado pelo ponteiro dos minutos uma vez por hora,
ou seja, ocorrerd 12 vezes, retirando o caso da 0 h, ocorre 11 vezes.

Portanto, no total, haverd 719 +708 + 11 = 1438 plins.

Xadrez outra vez!

Em um torneio de xadrez, todos os jogadores se enfrentaram duas vezes, obtendo a pon-
tuacdo de 1 ponto por vitéria, meio-ponto por empate e zero ponto por derrota. O vence-
dor foi aquele que obteve mais pontos na disputa. Luiza, uma curiosa matematica, achou
um papel informando que a soma da pontuacdo de todos os participantes foi 210 pontos.

a) Quantos jogadores participaram do torneio?

b) Aimagem a seguir foi alogomarca do torneio e estava no papel que Luiza achou.

Luiza parou alguns segundos observando-a e percebeu que havia um cavalo no cen-
tro, com as casas pintadas de preto ilustrando aquelas que o cavalo poderia ir em um
movimento. Ai ela se perguntou:

— Se este tabuleiro fosse infinito, e o cavalo mantivesse o padrao de movimentos, em
quantas casas o cavalo poderia chegar em dois movimentos?

Inicialmente, ela pensou em “64”, mas rapidamente viu que estava errada. Agora, é
com vocé, responda corretamente a pergunta pensada por Luiza.
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¢) Luiza recebeu uma mensagem de um amigo que participou do torneio, informando
que ele fez 12 pontos. Luiza respondeu assim: “— Nao fique triste, vocé vencera o
préximo campeonato!”. Como Luiza sabia que o amigo ndo havia vencido o torneio?

Xadrez outra vez! - Solucéo

a) Sendo x o nimero de enxadristas, como em cada partida é disputado exatamente um
ponto, o nimero total de pontos é igual a quantidade de jogos. Cada atleta jogara
(x—1)-2 partidas, pois disputard contra todos os demais duas vezes. Porém as partidas

como ’ a x b ‘ e ’ b x a ‘ serdo contadas tanto na lista dos jogos de “a”, quanto na de
“b”. Assim, o total de jogos poderd ser obtido pela equagado

(x—=1)-2
xx=D-2 5,

x-(x—1)=210.

Como x é um inteiro positivo, podemos analisar todas as 8 maneiras de escrever 210
como um produto de 2 nimeros inteiros positivos: 1-210, 2-105, 3-70, ..., 14-15e
concluir que apenas uma delas é formada por niimeros consecutivos. Portanto,

x-(x-1)=15-14
x=15.

Assim, houve 15 jogadores no torneio.

b) Primeiro, perceba que com dois movimentos, ndo importando a casa escolhida, o ca-
valo podera voltar a casa inicial, este é o destino comum possivel das oito casas des-
tacadas ap6s o primeiro movimento. Cada casa, ao se repetir o movimento feito, terd
um quadradinho s6 alcancavel por ela. Por fim, imaginando uma circunferéncia cen-
trada na casa central e contendo todos os cavalos em sua borda, podemos perceber
que toda dupla de cavalos podera ter uma casa comum além da casa central, exceto
os cavalos diametralmente opostos. Como cada cavalo chega a 8 casas no segundo
movimento, mas 7 sem contar a casa central e 6 delas sdo de acesso comum a outro

. ) 8-6 . .
cavalo, entdo no segundo movimento obtém-se, ao todo, - +8 novas posicoes, além
da casa central. Ou seja,

1+8+24 =33 opcoes de casas.
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c)

O desenho a seguir mostra todas as casas que podem ser acessadas no segundo movi-
mento.

] : . , 210 .
Luiza descobriu a média de pontos por jogador como 5= 14 pontos. Como a média

é 14, salvo se todos tivessem feito a mesma pontuacado (que nao ocorreu, pois Carlos
fez 12), com certeza houve ao menos um enxadrista com mais de 14 pontos. Dai, Luiza
concluiu que o amigo ndo havia vencido a competicao.

Formigas... sempre formigas!

a)

Uma formiga estd no vértice A de um retangulo ABCD e faz um movimento em dire-
cdo a B seguindo o lado do retangulo. Apés um segundo movimento, vai da mesma
maneira para C. Depois de 3 movimentos, do mesmo modo ela chega a D e no quarto,
mantendo o caminho sobre o lado, voltard para A. Depois de 2018 movimentos ana-
logos aos anteriores, em qual vértice a formiga estard?

b) As formigas Albormiga e Clarormiga partem dos vértices A e C de um retangulo, res-

C)

pectivamente, deslocando-se com velocidades constantes (mesmo nos giros de 90°
em cada vértice). A primeira no sentido horério e a segunda no anti-horédrio. De A
até o primeiro encontro, Albormiga percorreu 360 metros. Do primeiro ao segundo
encontro, Clarormiga andou 300 metros. Qual o perimetro do retangulo?

Trés formigas estdo localizadas em vértices distintos de um retangulo, deixando o ou-
tro vértice livre. Uma formiga pode se mover somente ao longo de uma reta paralela a
reta determinada pelos pontos onde se localizam as outras duas, movendo-se uma de
cada vez. E possivel, depois de varios movimentos das formigas, acontecer de todas
elas estarem no ponto médio de trés lados distintos do retangulo?
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Formigas... sempre formigas! — Solucdo

a)

b)

c)

Perceba que a cada 4 movimentos, a formiga retorna ao vértice A (inicial). Sendo as-
sim, como 2018 = 4-504 + 2, podemos concluir que ela completou 504 vezes o perime-
tro do retangulo e depois fez mais dois movimentos, chegando em C.

Como elas partiram de pontos opostos no retangulo, entao percorreram metade do
perimetro 2p até o primeiro encontro. A distancia x andada por Clarormiga mais os
360 metros de Albormiga, resulta na metade do perimetro, isto é,

2p
— = X+360=2p=2x+720.

Agora, até o segundo encontro, juntas contornaram 2p. E tendo a velocidade cons-
tante, o tempo até o segundo encontro é o dobro comparativamente ao primeiro. Dai,
como Clarormiga andou 300 metros entre os encontros, na primeira parte ela se des-
locou metade desse valor, o equivalente a 150 metros, que € o valor de x. Por fim,
fazendo a substitui¢do, teremos 2p = 2-150 + 720 = 1020 metros.

As formigas A, B e C na posic¢do inicial, se interpretadas como pontos, podem ser co-
nectadas formando um tridngulo com metade da érea do retangulo. Quando C se mo-
ver pela reta paralela a AB, a drea do tridngulo ABC ndo se alterard, o mesmo aconte-
cendo com A (pela reta paralela a BC) e B (pela reta paralela a AC). Se fosse possivel
que todas parassem nos pontos médios de trés lados distintos, esse novo tridngulo te-
ria drea igual a um quarto da area do retangulo e, como a érea é invariavel, isso nao
pode acontecer.

O Rei Artur e o dragdio

@)

Rei Artur teve que lutar com o Dragao das Trés Cabecas e Trés Caudas (conhecido como

DTCTC). Sua tarefa foi facilitada quando conseguiu arranjar uma espada mdgica que
podia desferir os seguintes golpes (um de cada vez):

A) cortar uma cabega; C) cortar uma cauda;

B) cortar duas cabecas; D) cortar duas caudas.

Além disso, a Fada Morgana lhe revelou o segredo do dragdo:

i

ii

i) se uma cabeca for cortada, crescerd uma nova;
i) se duas cabecas forem cortadas, logo ap6s o golpe nao crescerdo cabecas e caudas;

i) no lugar de uma cauda cortada nascerdo duas caudas novas;

iv) se duas caudas forem cortadas, crescerd uma nova cabeca;
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v) o dragdo morre se perder as trés cabecas e as trés caudas.

a) E possivel o dragdo ficar com 4 cabecas e 4 caudas?

b) Para matar o DTCTC, qual o minimo de golpes que o Rei Artur precisard desferir?

O Rei Artur e o dragido - Soluciio

a) Sim, basta que o Rei use, por exemplo, a sequéncia de golpes D — C — C — C.

b) Do ponto de vista prético, o tnico golpe que diminui o nimero de cabecas é o B, mas
precisamos de duas delas para desferi-lo (0 mesmo se aplica para as caudas e para o
golpe D), a ndo ser que algum golpe o deixe sem cabeca e sem cauda, ai ele morre
antes de regenerar. Por conta da paridade, o nimero de cabegas precisard aumentar
pelo menos uma vez. Além disso, nenhum golpe elimina mais que 2 membros, entdo,
precisaremos de pelo menos mais 3 golpes. Abaixo uma sequéncia com esse minimo
de 1+ 3 =4 golpes.

n | Golpe | Cabeca | Cauda
0 - 3 3
1 | Ap6s D 4 1
2 | Ap6s B 2 1
3 | Ap6s B 0 1
4 | Apos C 0 0

[#] Perceba que ao cortar as caudas, como nao hd no momento mais cabecas, o DTCTC
tanto perde o poder de regeneracdo quanto morre. Logo, 4 é o menor nimero de gol-
pes.
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A distribuicdo das moedas!

Em cada um dos 16 circulos da figura estd um estudante. Um total de 3360 moedas sdo
distribuidas entre os 16 estudantes, de modo que estudantes que distam o mesmo do
centro recebem a mesma quantidade de moedas. Cinco a cinco, de fora para dentro, os
circulos estao sobre os vértices de um pentagono regular, sendo o circulo central equidis-
tante aos vértices de um mesmo pentagono.

Em um certo instante, cada estudante d4 todas as suas moedas dividindo-as igualmente
entre cada um de seus vizinhos. Ap6s o intercambio de moedas, cada estudante ficou
com o mesmo numero de moedas que tinha no inicio. Determine o nimero de moedas
que o estudante do circulo central tinha originalmente.

A distribuicdo das moedas! — Solucéo

Denomine cada vértice por letras maitisculas e as quantidades que cada um passou pela
respectiva letra minuscula. Por exemplo,

Os 5 As enviaram 4a e receberam 2a e 2b, entdo 4a = 2a+2b e, consequentemente, a = b.
Os 5 B’s mandaram 4b e receberam 2a e 2c, assim, 4b = 2a+2c. Segue que b = ¢ = a.
Nos 5 C’s, teremos 3¢ =2b+d = 2c+d, donde d = ¢ = b = a, sendo todos iguais a x. A
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contabilidade total do que foi distribuido deve coincidir com o total de moedas. Dai,

4x-5+4x-5+3x-5+5x=3360
60x = 3360
X = 56.

Portanto, a quantidade inicial do estudante no circulo D (central) era 5x = 556 = 280
moedas.

A drea da regido

Os lados dos quadrados da figura abaixo possuem o comprimento de 1 m. Qual é a 4rea
da regido sombreada?

A drea da regido - Solugdo

Considere os pontos marcados no desenho a seguir.

Os triangulos AMLK e AKNO sdo triangulos retangulos com os mesmos angulos e pos-
suindo catetos de mesmo comprimento, a saber, LM = NO = 1 m. Assim, eles sdo con-
gruentes e a drea sombreada equivale a drea do quadrado de lado 1, ou seja, é 1 m?2.
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Miiltiplos no tabuleiro

Em um tabuleiro 30 x 30, as linhas e as colunas estao numeradas de 1 a 30. Em cadalinha,
Jodo pinta de vermelho as casas em que o nimero da coluna é multiplo do nimero da
linha. Quantas casas serdo pintadas de vermelho?

Muiltiplos no tabuleiro — Solugdo

O numero de casas pintadas na linha i é igual ao nimero de multiplos de i menores ou
iguais a 30. Se ao dividirmos 30 por i obtivermos quociente g e resto r, com 0 < r < i,
entdo o nimero de casas pintadas é g, pois

i-1<i-2<...<i-q=30<i-g+i.

A tabela a seguir indica, para cada i, quantos ntimeros serdo pintados na linha i.

i1 1234, 5|6|7|8]|9]|10
qg|(3|15}10| 7 |6 |54 |3 ]33
i |11 (12|13 |14 |15|16 |17 |18 |19 | 20
gl 2|2 2|22 |1]1 11111
i
q

21 |22 23|24 |25|26 |27 (28|29 30
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Portanto, a quantidade de quadradinhos pintados é

30+15+10+7+6+5+4+3+3+3+2+2+2+2+2+1+1+...+1=111.

As habilidades dos competidores

Ocorrerd um torneio com 100 competidores, todos com niveis de habilidades diferentes.
O competidor mais habilidoso sempre vence o competidor menos habilidoso. Cada par-
ticipante joga exatamente duas vezes, com dois oponentes sorteados (uma vez com cada
um). Um competidor que ganha duas partidas recebe uma medalha. Determine o menor
ntmero de medalhas que podem ser distribuidas no torneio.
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As habilidades dos competidores — Solucdo

Indiquemos que um jogador A é mais habilidoso que um jogador B por A — B. Suponha
que

Ly—Ly—L3—...— Ligo
sejam os 100 jogadores do torneio. Como L; é o mais habilidoso de todos, ele certamente
ganhard uma medalha por ganhar as suas duas partidas. Veremos que essa é a menor

quantidade de medalhas exibindo um exemplo de torneio em que ele € o tinico a obté-la.
Na primeira rodada do torneio, considere os jogos:

L1oo % Lgg, Lgg X Lg7,...,Lp X L.

Assim, todos os jogadores com niimeros impares perderam pelo menos uma partida. Na
segunda rodada, considere os jogos:

Lyoo x L1, Lgg X Lgg, ..., L3 x L.

Assim, todos os jogadores com numeros pares perderam pelo menos uma partida. Nessa
situacao, apenas Lo ganhard uma medalha.

As medidas dos dngulos

Seja ABC um triangulo tal que ZACB = 50°. A altura correspondente ao vértice A e a
bissetriz do angulo ZABC se encontram em P, com P no interior do tridngulo ABC e
ZAPB =105°. Encontre as medidas dos dngulos /BAC e ZABC.
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As medidas dos angulos - Solugdo

Pelo Teorema do Angulo Externo,

/ZBPA = 105°
/PBT+/BTP = 105°

/ZPBT+90° = 105°.
/ZPBT = 15°.

Portanto, como BP é bissetriz de ZABC, segue que
ZABC=2-/PBT =30°.
Assim, /BAT =180° - ZABC — ZATB = 60°. Finalmente, como ZCAT =180° - ZATC —

ZACT = 40°, segue que ZBAC = 60° +40° = 100°. Ou seja, os angulos do tridngulo sdo
100°, 30° e 50°.

Os niimeros da Monica

Com os algarismos 1, 3 e 5, Monica forma ntmeros de trés algarismos que sdo maiores
que 150. Quantos nameros Monica pode formar?

Os niimeros da Monica — Solugéo

Existem trés possibilidades para o primeiro digito do nimero formado por Monica.

a) O algarismo das centenas é o 1. Para que o ntimero seja maior que 150, o algarismo
das dezenas deve ser 5. Restam apenas trés opc¢des para o digito das unidades, a saber:
1, 3 ou 5. Nesse caso, ela pode formar apenas 3 nimeros.

b) O algarismo das centenas é o 3. Para quaisquer escolhas das dezenas e unidades o
numero formado serd maior que 150. Como existem trés op¢oes para as dezenas e trés
para as unidades, o total de nimeros nesse caso é 3-3 =9.

¢) O algarismo das centenas é 0 5. Assim, como no caso anterior, para quaisquer escolhas
das dezenas e unidades o nimero formado serd maior que 150. Temos 9 nimeros

nesse caso.

Portanto, o total de numeros de trés algarismos que Monica pode formar é 3+9+9 = 21.
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(26| As dimensées do quadrado

Um quadrado estd dividido em 4 retangulos iguais e um quadrado, como mostra a fi-
gura abaixo. O quadrado sombreado possui drea de 36 m?. Cada retangulo possui drea de
216m?. Determine as dimensdes dos retangulos.

(26| As dimensaes do quadrado - Solugéo

A édrea do quadrado maior é 4-216 + 36 = 900m?. Assim, o lado do quadrado maior é
v/900 = 30m. Se x é o comprimento do menor lado do retangulo, analisando o quadrado
maior temos 2x +6 = 30 e dai x = 12. Portanto, as dimensoes dos lados dos retangulos sao
x=12mex+6=18m.
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A conta de multiplica¢ao

Na conta de multiplicacdo abaixo, quase a metade dos digitos foram trocados por asteris-
cos. Descubra quais digitos foram trocados.

* 1 =
x 3 % 2
* 3 =%
+ 3 x* 2
* 2 % 5
1 « 8 x 3 0

A conta de multiplicacao - Solucdo

Numeremos as linhas da conta de multiplicar como indicado na figura a seguir.

)] * 1 x
2) x 3 x 2
3) * 3
4 + 3 * 2 =%

B) = 2 %= 5

6) 1 8 x 3 0

Analisando a linha (6), podemos concluir que o tltimo asterisco da linha (3) é 0. Con-
sequentemente, o Ultimo asterisco da linha (1) é 5 ou 0. Estudando a linha (5), como a
multiplicacdo desse algarismo por 3 produz 5, podemos concluir que ele é igual a 5. As-
sim, ja descobrimos os seguintes asteriscos:

(D * 1 5
2) x 3 x 2
3) * 3 0
4 + 3 % 2 =«

B) = 2 % 5

6 1 = 8 = 3 0

O ultimo asterisco da linha (4) é 0, pois a soma na linha (6) possui 3 na casa das dezenas.
Portanto, alinha (4) termina em 20 e foi obtida pela multiplicagdo do asterisco dalinha (2)
por 15. Os resultados da multiplicacdo de 15 pelos algarismos do conjunto {0,1,2,...,9}
sao:

00, 15,30, 45,60,75,90, 105,120, 135.
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Dai, o asterisco da linha (2) é 8. Nossas descobertas parciais estdo no diagrama:

(1) * 1 5
2) x 3 8 2
3) x 3 0
4 + 3 = 2 0

B) « 2 % 5

6) 1 8 * 3 0

Finalmente, perceba que a multiplica¢do do 8 dalinha (2) pelo asterisco remanescente da
linha (1) produz um nimero iniciado por 3. Os primeiros 10 multiplos nao negativos de 8
sao:

0,8,16,24,32,40,48,56,64,72.
Apenas um deles comec¢a com 3 e assim o asterisco da linha (1) é 4. Tendo descoberto

todos os asteriscos das duas primeiras linhas, podemos reconstituir por completo a mul-
tiplicacao:

(1) 4 1 5
(2) x 3 8 2
3) 8 30
4 + 3 3 20

B 1 2 45

6 1 58530

O Cubo de Conway

Determine como montar um cubo 3 x 3 x 3 com 6 pecas 1 x 2 x 2 e trés pecas 1 x 1 x 1.

Ny
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O Cubo de Conway - Solugdo

Fazendo cortes paralelos as faces do cubo, podemos decomp6-lo em 3 camadas 1 x 3 x 3
de trés formas distintas. Considere uma camada qualquer 1 x 3 x 3 pintada como um
tabuleiro de xadrez:

Perceba que uma peca 1 x 2 x 2 intersecta cada camada em um numero par de cubinhos
e, além disso, sempre contém a mesma quantidade de cubinhos brancos e pretos. Assim,
como em uma camada existem mais cubinhos pretos do que brancos, um dos cubinhos
pretos deve ser coberto por um dos cubinhos 1 x 1 x 1. Como dispomos de apenas trés
cubinhos, podemos concluir que cada camada, para qualquer uma das 3 maneiras de
cortarmos o cubo 3 x 3 x 3 em camadas, deve existir exatamente um cubinho. Uma distri-
buicao possivel consiste em colocar os cubinhos formando uma diagonal do cubo maior
e as pecas restantes como indicado na figura abaixo.

Nessa figura, nao estao visiveis um cubinho 1 x 1 x 1 no centro e uma pec¢a 1 x 2 x 2 em pé
na parte traseira do cubo maior.

Aidade do professor Antonio

O professor Antonio descobriu uma interessante propriedade relacionada ao inteiro x
que representa sua idade. Ele contou para seus alunos que x> = abac e que x = ab + ac.
Qual a idade do professor?

Observacao: Estamos usando uma barra para distinguir a representacdo decimal do nu-
mero de quatro algarismos abcd do produto a-b-c-d. Por exemplo, se abcd = 1267, entdo
a=1,b=2,c=6ed="7.Anotacdo é a mesma para os nimeros com outras quantidades
de algarismos.
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A idade do professor Antonio - Solugdo

Dado que x? possui 4 digitos, temos 31 < x < 100. Note que abcd = ab-100 + cd e dai
segue que

x> = ab-100+cd
= 99ab+ab+cd
= 99.ab+x.

Portanto,

X’ —x 11-9-ab
11-9-ab.

x(x—-1)

Como 11 é um numero primo, segue que 11 divide x ou x — 1. As possibilidades para x
sao:

i) Quando 11 divide x: 33, 44, 55, 66, 77, 88, 99.
ii) Quando 11 divide x —1: 34, 45, 56, 67, 78, 89.

Sabemos também que 9 divide x(x — 1) e assim ficamos apenas com as seguintes possibi-
lidades de x:
45,55,99.

Elevando ao quadrado esses trés valores, podemos concluir que x = 45. De fato, 452 =
2025 e 20+ 25 =45.

Gavetas e cadeados

Fernando é um cara precavido e o portdo da casa dele possui 10 cadeados distintos, sendo
que cada um s6 pode ser aberto pela respectiva chave, e cada chave abre apenas um ca-
deado. Para ser aberto, ele deve possuir pelo menos uma chave para cada cadeado. Por
seguranca, Fernando espalhou, exatamente, duas chaves diferentes nas 45 gavetas do seu
trabalho, de modo que duas chaves de uma mesma gaveta abrem cadeados diferentes e
ndo existem duas gavetas contendo chaves que abrem exatamente os mesmos cadeados.

a) Quantas sdo as duplas possiveis de chaves que podem ser formadas com 10 chaves
distintas?

b) Quantas copias de cada chave Fernando precisa ter para formar todos os pares de cha-
ves possiveis?

¢) Qual o nimero minimo de gavetas que Fernando deve abrir para garantir a posse de
10 chaves distintas e abrir o portdao de casa?
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Gavetas e cadeados - Solucdo

a) Perceba queadupla {a, b} éigual a {b, a}, pois elas abrirdo os mesmos cadeados. Sendo
assim, depois de escolhermos a chave a de 10 formas e a chave b de 9 formas, devemos

10-9
dividir o resultado por 2, obtendo — = 45 duplas.

b) Como cada chave fara par com todas as demais exatamente uma vez, Fernando precisa
de 9 copias de cada uma das chaves.

¢) Pelo item anterior, cada chave estd em 9 gavetas. Para Fernando tirar todas as gave-
tas que nao aparece uma chave X, ele precisard abrir 45 —9 = 36 gavetas. Assim, abrir
36 gavetas nao garante a abertura dos cadeados, pois pode ser que ele escolha exata-
mente as gavetas que ndo contém a chave X. Por outro lado, se ele abrir 37 gavetas,
nao é possivel que alguma chave esteja ausente. Logo o minimo é 37.

Niimeros no circulo

Michel deve escrever os niimeros de 1 a 7 em cada um dos circulos da figura abaixo, de
modo que os resultados obtidos ao somar os 3 nimeros que estao nos vértices dos tri-
angulos X, Y e Z sejam 3 numeros consecutivos. Qual namero pode constar no circulo
central? Encontre todas as possibilidades.
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Numeros no circulo - Solugao

Vamos designar os nimeros que serao escritos nos circulos pelas letras a, b, ¢, d, e, f e g,
como indica a figura a seguir.

Suponha que os trés nimeros consecutivos obtidos das somas dos vértices dos triangulos
X, YeZsaok, k+1ek+2. Assim,
3k+3 = k+k+1)+(k+2)
(a+c+d)+b+d+e)+(d+f+g)
= (a+b+c+d+e+f+g +2d.

Como nos 7 circulos devemos encontrar cada nimero do conjunto {1,2,3,4,5,6,7}, entdao
a+b+c+d+e+f+g=1+2+3+4+5+6+7=28.

Dai,
3k+3=28+2d.
Como o membro esquerdo dessa equacao é um inteiro multiplo de 3, o mesmo deve ocor-

rer com o membro direito. Substituindo os possiveis valores de d, temos as seguintes
opcoes para 28 + 2d:

2-1+28,2-2+28,2-3+28,2-4+28,2-5+28,2-6+28,2-7+28.

Nessa lista, apenas 2-1+28, 2-4+28 e 2:7+28 sdo multiplos de 3 e assim, a principio, d pode
ser apenas 1, 4 ou 7 (note que todos deixam resto 1 na divisdo por 3). Para mostrar que
esses valores de d sdo admissiveis, para cada um deles, precisamos exibir um exemplo de
configuracdo satisfazendo o enunciado. Da tltima equacao, podemos concluir que

d=1 — k=9
d=4 — k=11
d=7 — k=13.
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1. Para d =1, os trés nameros consecutivos sdo 9, 10 e 11. Uma distribuicao possivel é

a=6b=4,c=2,d=1,e=5,f=7,g=3.
2. Para d =4, os trés nimeros consecutivos sao 11, 12 e 13. Uma distribui¢do possivel é

a=6,b=3,c=1,d=4,e=5,f=7,g=2.

3. Para d =7, os trés numeros consecutivos sdo 13, 14 e 15. Uma distribuicao possivel é

a=5b=3,c=1,d=7,e=4,f=6,g=2.

www .obmep.org.br OBMEP - Banco de Questoes 2018



ENUNCIADOS E SOLUCOES DO NIVEL 2

As somas da tabela

As somas das trés colunas e das trés linhas da tabela sdo iguais.

co
Q| =
(=2}

Qual é o menor ntimero de casas da tabela, que devem ser alteradas, para que todas as
novas seis somas sejam diferentes entre si?

As somas da tabela - Solugdo

Se trés ou menos casas sao alteradas, ou existirao duas filas sem casas alteradas ou uma
casa é a Unica alterada em sua linha e coluna. No primeiro caso, essas duas filas sem
casas alteradas possuem a mesma soma. No segundo caso, se apenas uma casa € a inica
alterada na sua linha e coluna, elas também possuem a mesma soma. A tabela a seguir
representa um exemplo com apenas 4 alteracoes e todas as 6 somas de linhas e colunas
distintas.

(o]
w
<)

Portanto, o minimo de alteracoes € 4.
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Cerca, nova cerca, outra cerca

A figura representa o terreno do Sr. Arlindo. Esse terreno € dividido por uma cerca, repre-
sentada pelo segmento AC. A parte triangular ABC tem 4rea igual a 120m?.

10m

a) Qual é a area total do terreno?

b) Como este terreno serd doado para os dois filhos do Sr. Arlindo, o filho mais velho,
Marlindo, propde que a cerca seja refeita, representada pelo segmento AF do novo
desenho, sendo F pertencente ao segmento CD, de maneira que ela divida o terreno
em duas areas iguais. Qual deve ser a medida CF?

10m

E 10m D
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¢) O filho mais novo, Solindo, concorda com seu irmdo em relacao a divisdo em &areas
iguais, mas acha que a cerca deve ligar os pontos C e G, sendo G um ponto do seg-
mento AE. Qual a medida AG?

10m

E 10m D

Cerca, nova cerca, outra cerca — Solucdo

) (20+10)-10 5
a) Sendo A a area total, temos A =120+ — =120+150=270m-".

b) Como a cerca deve dividi-lo em duas 4reas iguais, entao a drea do quadrildtero ABCF
deve ser a metade da drea total do terreno, ou seja, 135 m? e, consequentemente, a drea

CF
=15 e dai

do tridngulo ACF deve ser 135—-120 = 15m?. Para isso, devemos ter
segue que CF =1,5m.
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¢) Asperpendiculares ao segmento AC pelos pontos G e E intersectam este segmento em
H e I, respectivamente. Como CDEI é um quadrado de lado 10m, I é ponto médio
de AC. Dai o tridngulo AEI é is6sceles e retangulo. O mesmo ocorre com o triangulo
AGH, que resulta em AH = HG. Assim como no item anterior, a drea do triangulo

20-HG
ACG deve ser 15 m? e, por isso, temos T =15. Segue que HG = 1,5m. Por fim,

aplicando o Teorema de Pit4dgoras no triangulo AGH, chegamos a AG = 1,5v2m.

Bl
H |
A - __NC
G~ 7 ~ cerca
10m
O
E 10m D

Sobre homens, mulheres, matemditica e literatura

Em uma classe com 35 estudantes, pesquisou-se sobre os gostos relativos a matemadtica e
literatura e constatou-se que:

7 homens gostam de matematica;

6 homens gostam de literatura;

5 homens e 8 mulheres disseram nao gostar de ambos;

ha 16 homens na classe;

5 estudantes gostam de ambos; e

¢ 11 estudantes gostam somente de matematica.

a) Quantos homens gostam de matemadtica e literatura?

b) Quantas mulheres gostam apenas de literatura?
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Sobre homens, mulheres, matemadtica e literatura — Solugao

Sejam H o conjunto dos homens e U o conjunto total de pessoas, portanto U — H é o
conjunto das mulheres. Além deles, considere os conjuntos Mat e L das pessoas que
gostam de matemadtica e literatura, respectivamente. Se x representa a quantidade de
homens que gostam de matemadtica e literatura e y as mulheres que gostam apenas de
literatura, temos o seguinte diagrama:

911H

SaLdY N
=H-1

a) Como existem 16 homens na sala,

5+7—-x+x+6—-x=16

xX=2.

b) Como a sala é composta por 35 estudantes

|H|+|U - H| =35
16+4+x+5-x+y+8=35
y=2.
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[4] Vamos dobrar papel?!

O retangulo ABCD de medidas AB =240cm e BC = 288 cm representa um papel que serd
dobrado pelo segmento EF, onde E pertence a AD e F pertence a BC, de modo que o
ponto C ficard sobre o ponto médio de AB.

A B A C’ B
@ 9
F F
E E
[ o
D C

a) Qual o comprimento de CC'?

b) Qual o comprimento de EF?

Vamos dobrar papel?! — Solucdo
[4] pap ¢

A operacdo de dobrar a folha de papel equivale a produzir uma reflexdo ao longo da dobra.
Para ver isso, perceba que segmentos correspondentes possuem o mesmo comprimento,
por exemplo, C'F = CF e C'E = CE. Assim, EF divide o segmento CC’ a0 meio e é ortogo-
nal a ele.

A c’ B
1 Yu—
\

\

LY
\
\
\
.
LY
\
.
\
LY
\\
\\ ,—. F
P o
,—""'\‘
- \
Pid \
g \
_e \
o Y
g \\ :.
E ¢= 9 G
‘\
.
\
\
\
® ®
D C

a) Como o ACBC' éretangulo em B, pelo Teorema de Pitdgoras, temos CC’ = v 1202 + 2882 =
312m.

www .obmep.org.br OBMEP - Banco de Questoes 2018



OBMEP - Banco de Questoes 2018 99

b) Como EF é ortogonal a CC’, segue que

/CC'B=90°-/C'CB=/EFC.

Tomando G € BC tal que EG L BC, podemos concluir que o AEFG é semelhante ao
ACC'B. Assim

EF _ cC
EG  BC
EF 312
240 288
EF = 260m.

[5] A conta errada

Ana multiplica dois niimeros inteiros positivos cuja diferenca é 202, mas comete um erro
e obtém um numero 1000 unidades menor que o correto. Ao dividir o resultado de Ana
pelo menor dos nimeros que deveria multiplicar, o quociente é 288 e o resto é 67. Quais
os dois numeros que Ana multiplicou?

[5] A conta errada - Solucdiio

Sejam x e x + 202 os inteiros que Ana multiplica. A partir do resultado da divisdo de Ana,
podemos escrever:
x(x+202) — 1000 = 288x + 67.
Dai,
x* —86x—1067 = 0.
Resolvendo a equacdo anterior, encontramos como raizes x = —11 e x = 97. Como x é um

inteiro positivo, devemos ter x = 97. O outro nimero multiplicado por Ana é 97 + 202 =
299.

[6] Os velhos problemas com os digitos

a) Quantos numeros de quatro algarismos tém soma de seus algarismos par?

b) Um nimero com dois digitos distintos e ndo nulos é chamado de bonito se o digito
das dezenas € maior do que o digito das unidades. Quantos nimeros bonitos existem?

¢) Quantos nimeros pares de quatro digitos podemos formar utilizando os algarismos
0,1,2,3,4,5 sem utilizar o mesmo algarismo duas vezes?
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d) Qual a média de todos os numeros de 5 algarismos que podem ser formados usando
cada um dos digitos 1, 3, 5, 7 e 8 exatamente uma vez?

[6] Os velhos problemas com os digitos - Solugdo

a) Para que a soma seja par, devemos utilizar quatro, dois ou nenhum algarismo par.
Eles podem ocupar as seguintes ordens: unidades de milhar, centenas, dezenas ou
unidades.

i) No primeiro caso, o zero ndo pode ocupar a maior ordem e as outras podem ser
ocupadas por quaisquer dos 5 nimeros pares, resultando num total de

4 x5 x5 x5=>500nuameros.

ii) No segundo caso, héd duas formacoes, a saber:

— Quando o primeiro digito é impar, temos 5 op¢oes para a maior ordem. Dai,
ficamos com 3 opc¢des para posicionar o outro algarismo impar. Separada a or-
dem desse algarismo, existem 5 opcoes de impares a serem colocados no local
e, nas posic¢oes restantes, quaisquer um dos 5 pares podem ser postos. Isso gera

5x3 x5 x5x5=1875 numeros.
— Quando o primeiro digito é par, mais uma vez, excluimos a possibilidade do
zero ocupar a maior ordem. Existem trés escolhas para a posicao do outro par

e as 5 opcoes para o seu valor. As duas ordens restantes podem ser ocupadas
por qualquer um dos 5 impares, totalizando

4 x 3 x5x5x%x5=1500 numeros.

No tltimo caso, quando nenhum algarismo é par, temos
5 x5 x5 x5=625 possibilidades.

Dai, o total de ntimero é 500 + 1875 + 1500 + 625 = 4500.

b) Comecando pelo 9, temos o conjunto de niimeros bonitos {98,97,...,90}, que possui
9 ntmeros. Iniciando pelo 8, temos {87,86,...,80}, que possui 8 nimeros, e assim por
diante até o conjunto dos que comec¢am pelo 1, que é {10}. Totalizando assim 9 + 8 +
7+---+2+1=45numeros.

c) Existem apenas trés algarismos pares e a contagem pode ser dividida em dois casos:
se o ultimo algarismo for zero, temos 5 x 4 x 3 = 60 possibilidades; se o ultimo digito
nao for zero, temos 4 x 4 x 3 x 2 = 96. Portanto, o total de niumeros € 60 + 96 = 156.

www .obmep.org.br OBMEP - Banco de Questoes 2018



OBMEP - Banco de Questoes 2018 101

d) Fixado um algarismo da lista, ele ird aparecer em uma dada ordem em outros 4 -3 -
2-1 = 24 ntmeros. Cada vez que um numero aparece em uma dada ordem, a sua
contribuicdo na soma total é igual ao seu produto pela poténcia de 10 associada aquela
ordem. Por exemplo, nos niimeros 13578 e 13857, a contribuicdo do 5 é 5-10% e 5-
10!, respectivamente. Como todo niimero aparece igual niimero de vezes em cada
ordem, a contribuicdo de cada algarismo na soma total é igual ao seu produto por
24-(10*+10%+10% +10' +10° = 24-11111. Além disso, a quantidade total de nimeros
€5-4-3-2-1=120. Portanto, a média é

(1+3+5+7+8)-24-11111
120

=53332,8

As folhas do livro

José arrancou algumas folhas consecutivas de um livro com péginas numeradas com in-
teiros consecutivos e escritos em ambos os lados de cada folha. A soma dos ntimeros das
paginas arrancadas € 344.

a) Determine a fatoracdo em ntimeros primos do nimero 344.

b) Encontre a soma do primeiro e do ultimo nimero dentre os que foram escritos nas
pdaginas arrancadas.

¢) Qual a quantidade de péaginas arrancadas?

As folhas do livro - Solucgao

a) Como 44 é multiplo de 4, entdo 344 =4-86 = 23.43,

b) Se y é a quantidade de folhas arrancadas, sendo 2y a quantidade de péaginas, e x+1 é
o primeiro numero que aparece nelas, temos

xX+D+x+2)+x+3)+...+(x+2y) 344
2xy+(1+2+...+2y) = 2%.43

Lembrando que

nn+1)
1+2+3+...+n:T,
segue que
2yQ2Ry+1
28.43. = oxy+ XD
= y@2x+2y+1).

Como 2x+2y+1, que é a soma dos niimeros da primeira e tltima pdgina arrancadas,
é um divisor impar de 23 -43 maior que 1, segue que 2x +2y + 1 = 43.
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¢) Como 2x+2y+1 =43, da equacao do item anterior, chegamos a y = 23 = 8. Portanto,
o numero de péaginas arrancadas é 2y = 16.

A soma dos digitos

a) Encontre a soma dos digitos de 99-33.
b) Usando 999999 = 10° — 1, encontre a soma dos digitos de 999999 - 333333.

¢) Encontre a soma dos digitos de 999...999-333...333, em que cada digito nos fatores
anteriores aparece 2018 vezes.

A soma dos digitos — Solugao

a) Como 99-33 =3267, asoma procuradaé3+2+6+7=18.
b) Temos que:

999999333333 = (10°-1)-333333
333333 -10° - 333333
333332666667.

Note que os 12 algarismos podem ser agrupados em 6 pares de nimeros com soma 9:
2+7=9,3+6=9. Assim, a soma procurada é 9-6 = 54.

¢) Repetindo o argumento do item anterior, temos

99...99-33...33 = (10%°18-1).33...33
N— N——r N——
2018 vezes 2018 vezes 2018 vezes

= 99...99-10°® _33...33
—— ——

2018 vezes 2018 vezes
= 33...33266...667
——— N——

2017 vezes 2017 vezes

Os algarismos do niimero anterior podem ser agrupados em 2018 pares com soma 9.
Assim, a soma dos digitos é 2018-9 = 18162.
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[9] Jodio e Maria no torneiro de xadrez

a)

b)

C)

d)

Um campeonato terd 7 competidores. Cada um deles jogard exatamente um jogo con-
tra todos os outros. Qual o total de jogos do campeonato?

Um campeonato terd n competidores e cada um deles jogara exatamente um jogo con-
. .  n-(n-1)
tra todos os outros. Verifique que o total de jogos é ————.

Um competidor A é chamado de mestre do campeonato se todo outro jogador ou per-
deu para A ou perdeu para alguém que perdeu para A. Verifique que todo campeonato
em que cada jogador joga exatamente uma vez contra todos 0s outros e que nao exis-
tem empates, sempre admite um mestre.

Joao e Maria estavam num torneio em que cada atleta deveria jogar contra o outro
exatamente uma vez. No entanto, Maria teve um problema de satide e abandonou o
torneio ap6s disputar 10 jogos e Jodo precisou sair apds o seu primeiro jogo. Ao final
do dia, foi contabilizado um total de 55 jogos. O jogo que Jodo disputou foi contra
Maria?

[9] Jodio e Maria no torneiro de xadrez — Solugéo

a)

b)

Sejam {a,b,c,d, e, f, g} os jogadores. O jogador a participard dos jogos associados aos
6 pares: (a, b), (a,c), (a,d), (a,e), (a, f) e (a,g). A principio, como ja contamos 0 jogo
associado a (a, b), para contar as partidas do jogador b, basta contabilizarmos as par-
tidas associadas aos 6 pares (b, ¢), (b, d), (b,e), (b, f) e (b, g). Ao descontarmos 0s jogos
ja contabilizados, repetindo essa analise para os proximos jogadores, obteremos as
seguintes quantidades de partidas: 4, 3, 2 e 1. Portanto, o total de jogos é

6-7
6+5+4+3+2+1:T:21.

Repetindo a contagem do item anterior, se {ji, j2,..., jo} sa0 0s jogadores, as partidas
que j; participard estdo associadas aos n — 1 pares:

(jl»jZ)) (jl»j3)) (jl)j4))---) (]1’]n)

Em geral, ap6s listados sem repeticdo os pares dos jogadores ji, jo2,..., jx—1, precisare-
mos contar para o jogador j os n— k — 1 jogos associados aos pares:

(jk’jk+l); (jk) jk+2)) (]k) jk+3)’ ) (]k»]n)
Portanto, o total de jogos é

_ nn-1)
==

1+2+3+...+n
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c)

d)

Veja que essa é exatamente a quantidade de pares (j;, j,) com [ < m e poderia ser
obtida com a seguinte contagem alternativa: Existem n opcdes para o primeiro ele-
mento do par e n— 1 para o segundo elemento produzindo n(n — 1) pares da forma
(ja» Jp) com a # b. Entretanto, os dois pares (j4, jp) € (jp, ja) foram contados e apenas

um deles possui o jogador de indice menor na primeira posi¢ao. Assim, basta dividir a
. nn-1)
contagem anterior por 2 obtendo ———.

Seja A o jogador com mais vitérias do campeonato. Considere qualquer outro compe-
tidor B. podem ocorrer duas situacoes:

1. Aganhoude B.

2. A perdeu de B. Como B nao possui mais vitérias que A, em algum dos jogos de B
contra as pessoas que perderam de A, devemos encontrar uma partida em que B
foi o perdedor.

Diante dessas condi¢des, podemos afirmar que A é um competidor mestre.

Considere que havia Cj, C», ..., Cy, Jodo e Maria no torneio. Agora, perceba que tive-
n-(n—-1) . o . .
mos ———— jogos entre os C’s. Se Joao ndo jogou contra Maria, a soma da quanti-

dade de todos os jogos fica

n-(n—1)
—+10+1 = 55
n-(n—1) - 1
2
n-(n—-1 = 88.

Podemos escrever 88 como produto de inteiros positivos das seguintes formas: 1 - 88,
2:44,4-22e8-11. Dai n- (n—1) = 88, com n inteiro positivo, ndo tem solucdo. Assim,
conclui-se que Jodao deve ter jogado contra Maria. Se Jodo tiver jodado contra Maria, o
total de jogos fica

n-(n—-1
=l =55
n-(n—1
nn=1) _ o
2
n-(n—1)=90.

Como 90 =109, uma solucdo é n = 10. A outra solucao da equagdo do segundo grau
n? —n-90 = 0 é negativa e, portanto, ndo convém. Um exemplo de torneio satis-
fazendo as condicoes do enunciado com 10 + 2 = 12 jogadores pode ser simbolizada
pela seguinte lista de jogos:

(jl)jZ)) (j2»j3)) (j27j4); (jZ’jS)r (j2)j6); (j2rj7)) (j2)j8)) (jZ)jg)) (jZ)jIO)y (jZ)jll)r (ja)jb);

coma<bea,be{3,4,5,...,12}, em que j; representa Jodo e j, Maria.
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Triangulos na circunferéncia

Juquinha marca pontos sobre uma circunferéncia e desenha triangulos ligando 3 destes
pontos. Os comprimentos dos arcos de 2 pontos consecutivos sdo iguais.

a) Marcando 4 pontos na circunferéncia, quantos tridngulos ele conseguird desenhar?

b) Marcando 5 pontos na circunferéncia, quantos tridngulos equildteros ele conseguira
desenhar?

¢) Quantos triangulos retangulos ele conseguira desenhar se marcar 6 pontos?

Triangulos na circunferéncia — Solugdo

a) 4. Temos que escolher 3 pontos de um total de 4. Em situacdes como esta, ao esco-
lhermos um tridngulo qualquer, por exemplo o tridngulo ABC, todas as permutagdes
dos pontos A, B e C continuam sendo o triangulo ABC. Dessa forma, ao utilizarmos
o principio fundamental da contagem, devemos dividir pela quantidade de permuta-
coes de 3 pontos. Portanto, o total de tridngulos que conseguimos desenhar, utilizando

4-3-2 _4

3.2-1

como vértices quatro pontos sobre uma circunferéncia, é

b) Nenhum. Como os comprimentos dos arcos delimitados por 2 pontos consecutivos

(o]
=72°. Ao desenharmos um trian-

o

sdo iguais, entdo cada um destes arcos mede

= 120°. Dessa

forma, deveriamos ter 120° como multiplo de 72°, o que é absurdo. Assim, ndo é pos-
sivel desenhar triangulo equildtero com vértices em 3 dos 5 pontos desenhados sime-
tricamente sobre uma circunferéncia.

gulo equildtero inscrito a uma circunferéncia, cada arco mede

¢) 12. Um triangulo retangulo inscrito em uma circunferéncia deve ter um de seus la-
dos (a hipotenusa) sobre o diametro. Como foram desenhados 6 pontos simétricos

sobre a circunferéncia, a medida de cada arco delimitado por 2 pontos consecutivos
360°

é = 60°, ou seja, devemos escolher 2 pontos com 3 arcos de cada lado. Isso é o
mesmo que desenharmos um hexdgono regular utilizando estes pontos e tomarmos
a maior diagonal como sendo a hipotenusa. Dessa forma, existem 3 destas diagonais
(diametros) e para cada uma delas 4 pontos para completar o triangulo. Sendo assim,

o total de triangulos retangulos é 3-4 = 12.
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O ladrilho que faltava!

Um ladrilho, em forma de poligono regular, foi retirado do lugar que ocupava em um
painel. Observou-se, entdo, que se esse ladrilho sofresse uma rotacao de 40° ou de 60°
em torno do seu centro, poderia ser encaixado perfeitamente no lugar que ficou vago no
painel. Qual o menor nimero de lados que esse poligono pode ter?

O ladrilho que faltava! — Solucdo

Para que seja possivel efetuar tais rotacoes, com o encaixe do poligono, é necessério e
suficiente que o angulo central seja um divisor de 40° e 60°. Se n é o niumero de lados do

(e}

ladrilho, o angulo central é dado por . Assim, as razoes

40° ~n 60° n

360° 9 °360° 6
n n

devem ser inteiras. O menor inteiro positivo multiplo de 6 e 9 é 18. Claramente um poli-
gono regular de 18 lados, por possuir angulo central de 20°, satisfaz a condi¢ao do enun-
ciado.

Paulo ficou sem bolo

Quando Paulo fez 15 anos, convidou 43 amigos para uma festa. O bolo tinha a forma
de um poligono regular de 15 lados e havia 15 velas sobre ele. As velas foram colocadas
de tal maneira que nao havia trés velas em linha reta. Paulo dividiu o bolo em pedacos
triangulares onde cada corte ligava duas velas ou ligava uma vela a um vértice. Além disso,
nenhum corte cruzou outro ja realizado. Explique por que, ao fazer isso, Paulo pode dar
um pedaco de bolo a cada um de seus convidados, mas ele proprio ficou sem comer.

Paulo ficou sem bolo - Solugao

Seja n o numero de triangulos em que se pode dividir o bolo com as condi¢des dadas.
Somaremos os angulos interiores destes triangulos de duas formas:

e Por um lado, como cada tridangulo possui soma dos angulos internos igual a 180°, a
soma de todos os angulos internos deles é 180° - .

e Por outro lado, cada dngulo interno de um triangulo esta associado a uma vela ou vér-
tice do bolo. A soma dos angulos internos associados as velas é 360° - 15 e a soma dos
angulos internos associados aos vértices coincide com a soma dos angulos internos do
poligono, que é 180° - (15 —2). Assim, a soma total também é igual a

360°-15+180°- (15—2).
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Portanto,
180°-n=360°-15+180°-(15-2),

o que implica n = 43. Como sdo 43 convidados, Paulo fica sem comer!

O Festival de Pesca

A tabela abaixo mostra alguns dos resultados do ultimo Festival de Pesca de Pirajuba, exi-
bindo quantos competidores g pescaram n peixes para alguns valores de n.

njoj1|2]3]..]13]14]|15
gl9|5|7|23]...]5[2]|1"
A noticia publicada no jornal da cidade relatou que:
i) ovencedor pescou 15 peixes;
ii) dentre aqueles que pescaram 3 ou mais peixes, a média foi de 6 peixes pescados; e

iii) dentre aqueles que pescaram 12 ou menos peixes a média de peixes pescados foi 5.

a) Qual foi o namero total de peixes pescados durante o festival?

b) Quantos competidores pescaram de 4 a 12 peixes?

O Festival de Pesca — Solucdo

Sejam N e P, os nimeros de competidores e peixes pescados no evento, respectivamente.
Analisando os competidores que pescaram 3 ou mais peixes, temos:

N-9-5-7=N-21pescadorese P-0-9—-1-5-2-7= P —19 peixes,

sendo a média escrita como:
P-19
N-21
P-19=6N-126
P=6N-126+19
P=6N-107.

Observando agora os competidores que pescaram 12 ou menos peixes, obtemos:

N-5-2-1=N-8pescadorese P—13-5-14-2—-5-1= P —98 peixes
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resultando em

P-98
ey
N-8
P—-98=5N-40
P=5N-40+98
P=5N+58
6N —-107=5N+58
6N —-5N=58+107

N =165.

a) Substituindo o valor encontrado de N na equacgao P =6N — 107, obtemos P =6-165 —
107 = 883 peixes no festival.

b) Para o nimero de competidores que pescaram de 4 a 12 peixes basta fazermos a dife-
renca entre o total de competidores e aqueles que pescaram 0 peixe (9 pescadores), 1
peixe (5), 2 peixes (7), 3 peixes (23), 13 peixes (5), 14 peixes (2) e, finalmente, 15 peixes
(1):

165-9-5-7-23-5-2-1=113.

Sobre rios, correntezas e quem chega primeiro?!

a) Helena e Gabriel pulam, simultaneamente, de uma jangada em um rio e nadam em
direcoes opostas. Gabriel nada rio abaixo seguindo a corrente e Helena nada rio acima
contra a corrente, possivelmente a uma velocidade diferente. Depois de 5 minutos,
eles viram e voltam para a jangada, cada um mantendo uma velocidade constante
durante todo o tempo. Quem chega primeiro? (Durante esse tempo, a jangada estava
ancorada, ou seja, permaneceu parada, apesar da correnteza.)

b) Em sua velocidade usual, um homem desce um rio de 15km de comprimento em 5
horas a menos que o tempo que ele gasta nadando no mesmo rio percorrendo o cami-
nho contrdrio. Se ele dobrar a sua velocidade usual, ele passa a descer o rio gastando
apenas 1 hora a menos que o tempo gasto na volta. Considerando que a velocidade da
correnteza do rio se mantém constante durante os trajetos, qual o seu valor em km/h?
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Sobre rios, correntezas e quem chega primeiro?! — Solucdo

a) A distancia percorrida por Gabriel no tempo de 5 minutos foi Dg = (Vg + Vi) -5, em
que Vi e Vi sdo as velocidades de Gabriel e da correnteza, respectivamente. Ja Helena
percorreu Dy = (Vg —V()-5, com V avelocidade dela. Navolta, o tempo #; de Gabriel
serd Dg = (Vg — V) - tg e ty de Helena serd Dy = (Vg + Vo) - ty. Perceba que

(Vu—-Ve)-5=Vg+Ve) ty
V- Ve

. Vg+ Ve

<.

ty =

Além disso, temos
Ve+Ve)-5=Vs-Vo) tg
VG + VC
Vo - Ve

Ig=

> 5.

Como ty < tG, Helena chega antes.

b) Sejam c e v as velocidades da correnteza do rio e do homem, respectivamente, em

minutos, nadando a favor da correnteza e minutos,
v+c v—c
t

nadando contra a correnteza. Assim, os dados do enunciado podem ser traduzidos no
seguinte sistema:

km/h. O homem leva

15 15
- —-_" _5
V+cC vV—¢C

15 15

2v+c - 2v—-c
Multiplicando a primeira equacio por (v? — ¢?) e a segunda por (4v? — c?), obtemos

15(v—=c)=15(v+¢)=5%=¢c?)

152v—c)=15Q2v +c¢) — (4v? - 2.

Por comparacdo, segue que
5(v% = ¢?) = (4v? = ¢?),

ou seja,
v? =4c%.
Usando uma das equagoes, chegamos a
15(v—c) = 15(w+c)-5*—c%
—-15¢ = 15¢-5-3¢?
15¢2-30c =
c2-2¢c = o.

Portanto, a velocidade da corretenza é 2km/h (Gnica solucao positiva).
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Acertando os alvos

Num concurso de tiros, 8 alvos sdo arrumados em duas colunas com 3 alvos e uma coluna
com 2 alvos. As regras sdo:

e O atirador escolhe livremente em qual coluna atirar.

¢ Ele deve tentar o alvo mais baixo ainda nao acertado.

a) Se o atirador desconsiderar a segunda regra, de quantos modos ele poderd escolher
apenas 3 posicoes dos 8 discos distintos para atirar?

b) Se as regras forem cumpridas, entdo, de quantas maneiras os 8 alvos podem ser acer-
tados?

Acertando os alvos - Solugao

a) Se x, y e zsdo as posi¢oes dos alvos, em principio, o atirador possui 8 escolhas para x,
8 -1 =7 para y, pois ndo podemos repetir a posicao ja escolhida, e 8 — 2 = 6 escolhas
para z, pois ndao podemos repetir nenhuma das duas posicoes ja selecionadas. Isso da
8:7-6 escolhas. Entretanto, as escolhas

XY2,XZY, VX2, YZX,2XY, 2y X

produzem o mesmo conjunto de posi¢des escolhidas. Para evitar contangens repeti-
das, basta dividirmos a contagem anterior pelo namero de vezes que cada conjunto
de posicoes foi contado, ou seja, o nimero total de escolhas é

8-7-6
—— =56.
6

Em geral, o niimero de maneiras de escolhermos 3 objetos em um conjunto com n

objetos distintos é

nn—-1n-2)
—6 .
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b) Suponha que as colunas estejam marcadas com as letras A, B, e C. Cada sequéncia de
tiros pode ser codificada com uma disposi¢do linear dessas letras seguindo a ordem
dos tiros da esquerda para a direita, formando uma palavra com 3 letras A, 2 letras B
e 3 letras C. Por exemplo, AABCCCBA, significa que iremos atirar duas vezes na pri-
meira coluna, uma vez na segunda, trés vezes na terceira, mais uma vez na segunda e,
finalmente, uma vez na primeira. A ordem dos tiros em cada coluna estd determinada
pelas regras do concurso. Como existe uma correspondéncia entre essas palavras e a
distribuicao de tiros, basta contarmos o ntimero de palavras distintas que podem ser
criadas com essas letras. Para isso, vamos calcular o nimero de anagramas possiveis
usando 3 A’s, 2 B’s e 3 C’s, numa sequéncia de 8 letras. Observando as 8 posicoes, po-

demos escolher as 3 de A’s de

= 56 maneiras. Dentre os cinco espagos restantes,

o . 5-4 . A
devemos escolher 2 para os B’s e isso pode ser feito de - = 10 maneiras. As trés po-

sicoOes restantes serdo ocupadas pelos C’s. Portanto, hd 56 - 10 = 560 formas de acertar
todos os alvos com as regras impostas.

A conferéncia de sucesso

Um ciclo de trés conferéncias teve sucesso constante, isto é, em cada sessdo havia o
mesmo nuimero de participantes. No entanto, a metade dos que compareceram a pri-
meira ndo voltou mais; um ter¢o dos que compareceram a segunda conferéncia assistiu
apenas a ela, e um quarto dos que compareceram a terceira ndo assistiu nem a primeira
nem a segunda. Sabendo que havia 300 inscritos e que cada um assistiu a pelo menos
uma conferéncia, determine:

a) Quantas pessoas compareceram a cada conferéncia?

b) Quantas pessoas compareceram as trés conferéncias?
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A conferéncia de sucesso — Solugdo

a) Chamemos de P o namero de presentes em cada conferéncia, x, y, f e z serdo os nu-
meros inteiros dos que foram as trés conferéncias; para as primeira e segunda, apenas;
primeira e terceira, apenas; e segunda e terceira, apenas, respectivamente.

Primeira[P] SegundalP]

Terceira[P]

Podemos entdo escrever que:

P P 11P

e y=300—|P+—-+—-]=300——;
2 3 6
P P 19P

e 2=300—|P+—-+—[=300— —;
3 4 12
P P 7P

e 1=300—(P+—+—[=300——;
2 4 4

P (y+1) 49P 600
e X=—— - _ .
2 y 12

Como x é um inteiro, P é multiplo de 12, entdo existe k inteiro tal que P = 12k. Daj,
ficamos com y = 300 - 22k, z = 300 — 19k, ¢t = 300 — 21k e x = 49k — 600, todos nao
negativos, logo:

e y=300-22k=0= k=<13,63,

z=300—-19k=0=> k <15,78,

e 1=300-21k=0= k=<14,28,

e x=49k-600=0=> k=12,24.

O tnico inteiro nesse intervalo é k = 13. Isso produz P = 156

b) Pelo item anterior, x =49k —600=49-13 - 600 = 37.
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O ponto no interior

No triangulo ABC, retangulo em A, tem-se AB=8cme AC =6textcm.

a) O ponto P, interior ao tridngulo, dista 1cm do lado AB e 2cm do lado AC. Qual é a
distancia de P ao lado BC?

b) Calcule o raio da circunferéncia que € tangente ao lado AC e aos prolongamentos dos
lados AB e BC.

O ponto no interior — Solugdao

a) Se x é a distancia de P ao lado BC e usando a notac¢do (XY Z) para indicar a 4rea do
poligono (XY Z), temos

(APB) + (BPC) + (CPA) = (ABC)
8-1 10-x+6-2 _ 68
2 22
8+10x+12 = 48.

Por fim, chegamos a x =2,8cm.
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b) Sendo R o raio da circunferéncia, temos:

(APB) + (BPC)— (CPA) = (ABC)
8-R+10-R 6-R _ 68
2 2 2 2

Por fim, obtemos R = 4.

Os livros do pai de Jodo

O pai de Joao possui entre 200 e 300 livros em sua biblioteca. Um quinto destes livros esta
em inglés, um sétimo em francés, um quarto em italiano e o resto sao livros em espanhol.
Qual o total de livros em espanhol nessa biblioteca?

Os livros do pai de Jodo - Solugao

A quantidade de livros é um multiplo de 5, 7 e 4. Como esses niimeros nao possuem
fatores primos em comum, necessariamente deve ser um multiplo de 5-7-4 = 140. No
intervalo dado, existe um tnico multiplo de 140, a saber, o nimero 280. Portanto, as
quantidades de livros que ndo estdao em espanhol é

280 280 280
?+7+T:56+40+70: 166.

Assim, existem 280 — 166 = 114 livros de espanhol.

Amigos no hotel

Um hotel possui 5 quartos distintos, todos com camas individuais para até 2 pessoas. O
hotel estd sem outros héspedes e 5 amigos querem passar a noite nele. De quantos modos
os 5 amigos podem escolher seus quartos?
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Amigos no hotel - Solucdo

Analisando apenas a quantidade de pessoas por quarto, sem levar em consideragao a
ordem, as possiveis distribuicoes podem ser associadas as listas:

(1,1,1,1,1),(1,1,1,2) ou (2,2,1).

Analisaremos agora lista por lista o niumero de maneiras de distribuir os amigos.

i) Nalista (1,1,1,1,1), todos os amigos ficardo em quartos distintos. Existem 5 escolhas
de quarto para o primeiro amigo, 4 para o segundo, 3 para o terceiro e assim por
diante. O total de escolhas é:

5-4-3-2-1=120.

ii) Na lista (1,1,1,2), podemos escolher o quarto que tera dois amigos de 5 maneiras e
0 quarto que nao terd ninguém de 4 maneiras. Assim, existem 5-4 = 20 maneiras
de distribuirmos os amigos nos 5 quartos. Para escolher os dois amigos que ficarao

juntos, temos - = 10 escolhas possiveis. Os outros trés, a exemplo do item anterior,

poderao ser distribuidos nos trés quartos de 3-2-1 = 6 modos. O total de distribui¢coes
nesse caso €5-4-10-6 =1200.
iii) Nalista (2,2,1), existem 5 modos de escolhermos o quarto que terd apenas um amigo.

Dos quatro restantes, podemos escolher os que terdo dois héspedes de 7 =6 mo-
dos. Uma vez escolhida a quantidade de amigos por quarto, existem T =10 esco-

3-2
lhas de dois amigos para o primeiro quarto duplo e — = 3 escolhas de 2 amigos,

dentre os restantes, para o outro quarto duplo. Finalmente, o amigo que sobrou fi-
card no quarto restante. O total de distribui¢Ges nesse caso é

5:6-10-3-1=900.

Por fim, o total de distribuicoes é

120 +1200 + 900 = 2220.

Espionagem na corte

O rei Luis estava desconfiado de alguns de seus cortesaos. Ele fez uma lista completa de
cada um dos seus cortesaos e disse a cada um deles para espionar um outro cortesao.
O primeiro da lista foi espionar o cortesdo que estava espionando o segundo da lista, o
segundo da lista foi espionar o cortesdo que estava espionando o terceiro da lista, e assim
sucessivamente, o penultimo foi espionar o cortesdao que estava espionando o dltimo e o
ultimo foi espionar o cortesao que estava espionando o primeiro. Verifique que o rei Luis
tinha um niimero impar de cortesaos.
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Espionagem na corte — Solugdo

Seja n o namero de cortesdos da lista e suponha que n é par. Coloque-os sentados ao
redor de uma mesa circular de modo que cada um esteja espionando o seu vizinho da
esquerda.

ol 3
(]

O cortesao 1 espia o cortesao X que espia o cortesdo 2, o cortesdo 2 espia o cortesdo Z que
. ~ . . . = n . ~
espia o cortesdo 3, e assim sucessivamente até que o cortesao ) espia o cortesdao Y que

. . n , .
espia o cortesdao 5 + 1. Como os numeros 1,2,3,...,n devem se alternar sobre o circulo,

. ~ o ~ .
concluimos que o cortesao ) +1 éigual ao cortesdo 1, ou seja, n = 0. Esse absurdo mostra
que n é impar.

Garotas, garotos e seus vizinhos

Vinte e cinco garotos e vinte e cinco garotas estdo sentados ao redor de uma mesa. Prove
que é possivel encontrar uma pessoa que tem garotas como vizinhas.

Garotas, garotos e seus vizinhos — Solugdo

Suponha que ndo haja uma pessoa que possua duas garotas como vizinhas. Marque-
mos com —1 cada garoto e com +1 cada garota. Cada pessoa ou possui como vizinhos
(-=1,-1) ou (+1,-1). Somando todos os 50 pares de niimeros associados aos vizinhos
de cada pessoa, contaremos a contribuicao de cada um duas vezes. Assim ficamos com
x-(=2)+y-(0)=50-(+1) +50-(-1), em que x é o nimero de pessoas que tém 2 garotos
como vizinhos e y é o nimero de pessoas que tém um garoto e uma garota. Notemos
ainda que x + y = 50. A primeira equag¢do produz x = 0. Substituindo esse valor na se-
gunda equacao, podemos concluir que todas as pessoas tém um garoto e uma garota
como vizinhos. Considerando duas pessoas vizinhas com +1 e —1, a observacao anterior
nos permite concluir que em alguma ordem os vizinhos delas em ambos os lados serao:
(...,—1,-1, +1,+_1,—_1, -1,+1,+1,...) . Dai, os garotos e as garotas terdo que aparecer sem-
pre aos pares e isso € um absurdo, pois obrigaria que a quantidade de cada um, que é 25,
fosse par.
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Xadprez no nivel Magistral.

Em torneios de xadrez, geralmenteﬂ, cada vitéria vale 1 ponto, cada empate, 0,5 ponto
e cada derrota, zero ponto. No “Campeonato Magistral” de xadrez participaram apenas
Mestres Internacionais — MI's e Grandes Mestres — GM’s. O niumero de GM’s foi dez vezes

o namero de MI's. Cada enxadrista jogou apenas uma vez contra todos os adversarios

. . ) . _ nn-1) .
e assim, se n foi o nimero de jogadores, entdo ocorreram — jogos. A soma dos

pontos de todos os GM’s foi 4,5 vezes a soma de todos os MI's. Sendo assim, pergunta-se:
a) Quantos Mestres Internacionais participaram desta competicao?
b) Quantos Grandes Mestres participaram deste campeonato?

¢) Quantos jogos teve o torneio?

Xadrez no nivel Magistral. — Solugao

a) Sejam i e g, os nimeros de MI's e GM’s, respectivamente. Denote as somas de pontu-
acoes de cada categoria por I e G e o total de jogadores por n. Do enunciado, g = 10i,
G=4,5len=i+g=1+10i =11i. Agora, o total de jogos (e de pontos disputadosﬁ)
foi

n(n—-1) 11i-(11i-1)
2 2 '
I+G=1+4,5I=5,51

Além disso, sabemos que cada enxadrista jogard (11i — 1) jogos, que é também o mé-
ximo de pontos que um jogador pode alcan(;arﬂ Portanto, podemos escrever que

11i-(11i-1)
———  =5,51
2
11i-(11i-1) =111
i-(1li-1)=1.

A equacdo I = i-(11i —1) pode ser interpretada como se todos os MI’s tivessem feito
pontuacdo méxima, pois I é a soma total de pontos deles, (11i — 1) é o nimero de
partidas (e a pontuacdo méxima) de cada MI e i, o niumero de MI’s. No entanto, isto
nao poderia acontecer, porque com dois ou mais MI’s no torneio, eles se enfrentariam
resultando para um deles empate ou derrota. Dai, s6 havia 1 MI na competicao.

2Ha torneios com a “Pontuacio de Bilbao” ou “Regra de Sofia’, que dentre outras condi¢des, coloca a
vitdria valendo 3 pontos, o empate valendo 1 ponto e a derrota valendo zero ponto.

3Como cada jogo, independentemente do resultado, soma 1 ao total de pontos do torneio (na vitéria do
jogador das pecas brancas, ele ganhara um ponto e vice-versa, e no empate, ambos ganham meio-ponto).

4Caso venga todos os jogos que disputar.
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b) Como g =10i, entdo g =10-1=10. Dez GM’s participaram do torneio.

11(11-1) .
¢) Ehouve — - 55 jogos no campeonato.

Torneio sem invictos e totalmente derrotados

Em um torneio com 5 times, nao existem empates. De quantos modos podem ocorrer os

5-4 . . ~ .
- = 10 jogos do torneio de modo que, tanto ndo tenhamos um time que ganhou todas

quanto um time que nao perdeu todas as partidas?

Torneio sem invictos e totalmente derrotados — Solugdo

Represente cada time por um vértice de um pentagono e o resultado de cada jogo por
uma seta partindo do jogador que ganhou para o jogador que perdeu.

Como cada partida possui 2 resultados possiveis, existem 2!° possiveis resultados para o
torneio. Suponha que o jogador A ganhou todas as partidas, entdo os jogos restantes po-
dem ser escolhidos de 2° maneiras. No torneio, apenas um jogador pode ter ganho todas
as partidas e assim, como existem 5 jogadores, existem 5-2° distribui¢des das partidas em
que um jogador ganhou todas as partidas. Do mesmo modo, existem 5 - 2° distribuicdes
das partidas em que um jogador perdeu todos os seus jogos. Entretanto, esses dois grupos
de torneios ndo sdo disjuntos. Para contar quantas distribuicdes sdo comuns a essas duas
contagens, perceba que podemos escolher o jogador que ganhou todas de 5 formas e o
jogador que perdeu todas de 5 — 1 = 4 formas. Feitas essas escolhas, ja temos definidos os
resultados de 7 jogos. Os 3 jogos restantes podem ser escolhidos de 23 e ndo produzirdo
outros jogadores com o0 maximo de vitorias ou o minimo de derrotas. Portanto, o namero
de torneios procurados é

210_9.5.264,5.4.23=25.17=544
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As poténcias sempre tém truques novos!

a) Qual dos ntimeros é maior: 2100 4 3100 ;55 41007

b) Sejam x e y nimeros naturais tais que

1,11 1

2 3
2%.3Y = (24%+%+%+---+6—%) : (24§+z+5+-"+60) : (24%+%+%+-"+$)

Determinar o valor de x + y.

As poténcias sempre tém truques novos! — Solucdo
a) Perceba que
4100 — 499 +499 +499 +499 =3 .499 +499

Comparemos as parcelas separadamente:

4>3
499>399
3.4%9>3.3%

3.499 5 3100

499 — 2198 > 2100_

Somando as desigualdades

3.4%9 - 3100
499 5 9l00

obtemos
4100 o 3100 4 5100

b) Observe que

1.1

2 3 59
(patrieteri) (pabrheberib ) aabe vk ). (2ah)

2

1,11 1 2,2 2 3,3.3
(24z+§+z+“'+m).(24§+z+§+“'+m).(24z+5+rs+"‘+m).m.

(242 - (24375) - (2435

N

3 1,2,3,4 1 2 59
+z+z).(24§+§+§+§).___.(24m+@+'"+s—o),
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Como 2% -37 = 24k, segue que

1 (1 2) 1 2 3) (1 2 3 4) (1 2 59
k==+|z+=|+|-+—-+-|+|z+=+=+=|++| =+ =+ +—
2 \3 3 4 4 4 5 5 5 5 60 60 60
1 2 3 4 59
=444+ —
2 2 2 2 2
1 (1+59)-59
2 2
=15-59.

Logo, 2%-3Y = (23.31)15%9 ou seja, x = 45-59 e y = 15-59. Portanto, x+y = 60-59 = 3540.

A volta dos Repunits

a) SeA=111...111e B =444...444, verifique que asoma A+ B+1 é um quadrado perfeito
— —

2m m
para qualquer inteiro positivo m.

b) Se p=111...111 é um ntimero primo, verifique que / também é um numero primo.
l

c) Verifique que se x =111...111 é divisivel por 41, entao n é divisivel por 5.
S —
n
d) Se
y=Vv111...111-10",
[ —

2nvezes

encontre o maior inteiro positivo que nao é maior que y.

A volta dos Repunits — Solugao

2m _
a) Observeque 11...11 = T, pois
2m

11...11=

k
10F+10% 1 +...+10' +10° =

_10F-1

==
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b)

C)

Assim, temos

44...44=4-11...11
—— (S

m m
(1om—1)
=4- :

9

O que gera

A+B+1=
102" -1 (10"-1) 9
+4- =
9 9 9
102" —1+4-10"-4+9
5 =
(10™?%+2-2-10"+22
5 =
_(10’”+22

3

Como o ntimero 10" +2 é multiplo de 3, pois a soma dos seus algarismos é um multiplo
de 3, a expressdo € um quadrado perfeito.

Suponha que / é um niimero composto, ou seja, [ = m x n, com m, n > 1. Entdao pode-
mos fatorar p da seguinte forma:

x=11...11-100...01...100...01,
—_—— N~ ——

n n—-1 n—-1

com m—1 grupos de zeros. Portanto, p ndo seria primo. Vale comentar que o reciproco
ndo é verdadeiro, pois 111 possui uma quantidade de digitos dada por um niimero
primo, mas 111 = 3-37 é um nimero composto.

Pelo Algoritmo da Divisdo, podemos escrever n =5q +r,comr € {0,1,2,3,4}, e

11...1 =
——
nvezes

11...100...+11...1 =

—— T ——

5q vezesT Vezes T vezes
11...1100001...00001+11...1.
—— ——

5 vezes r vezes

Como 11111 =41-271, o resto que x deixa por 41 é o mesmo que 11...1. Analisando a

r vezes
divisdo dos numeros do conjunto {1,11,111,1111,1111} por 41, notamos que nenhum

deles é divisivel por 41. Portanto, para que x seja multiplo de 41 devemos ter r =0 e
assim n deve ser um multiplo de 5.
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d) Sejak=111...111, entao
——

2nvezes

9k < 10*"
9k* < 10*"*k
= yZ.

Dai, extraindo a raiz quadrada da ultima desigualdade, temos 3k < y. Por outro lado,

9k+6 > 10°"+1
9k’ +6k > 10°"k+k
9k’ +6k+1 > 10*"k+k+1
> 10"k
= y2_

Dai segue que (3k + 12> yz, ou 3k + 1> y. Portanto,
3k<y<3k+1
e 0 maior inteiro que nao é maior que y é

3k=333...33.
——

2nvezes

Observacdao: Um nimero da forma 111...111 é comumente chamado de Repunit, termo
| —

nvezes
que deriva da expressao “repeated unit” e que foi cunhado, em 1966, por Albert H. Beiler

no seu livro Recreations in the Theory of Numbers.
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A soma dos angulos no tridngulo equildtero

Os pontos D e E dividem o lado AB do triangulo equildtero ABC em trés partes iguais, D
entre A e E. O ponto F estd sobre o lado BC de modo que CF = AD. Encontre a soma dos
angulos ZCDF + ZCEF.

A soma dos angulos no tridngulo equildtero - Solucgdo

Sejam Z/CDF = a e ZCEF = 8. Como BF = BD =2/3-AB e ZABC = 60°, segue que
ABDF é equilétero. Além disso, como E é ponto médio de BD, temos que EF é altura e
bissetriz relativa ao vértice F. Assim, ZBFE = 30°. Pelo Teorema do Angulo Externo, segue
que ZBCE = 30° — 8. Novamente pelo Teorema do Angulo Externo, como Z/BFD = 60°,
segue que ZECD =30°+ —a. Finalmente, como BE = AD, BC=ACe Z/CBE=/ZCAD =
60°, podemos concluir que ACBE = ACAD e assim ZACD = ZBCE = 30° — . Dai

/ACB /BCE+ /ECD+ /ACD
(30°=B)+(3B0°+pB—a)+(30°-p)

90 — (a + f).

Dai,
/CDF+ /CEF=a+ f=30°.
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O jogo no tabuleiro

Maria e Pedro jogam em um tabuleiro 9 x 9. Maria comeca pintando de vermelho 46
quadradinhos do tabuleiro. Em seguida, Pedro deve escolher um quadrado 2 x 2. Se o
quadrado escolhido por Pedro tem 3 ou mais casinhas pintadas de vermelho, ele vence o
jogo. Caso contrério, vence Maria. Qual dos dois pode sempre garantir a vitoria indepen-
dentemente da jogada do adversdario?

O jogo no tabuleiro - Solugao

Pedro vence o jogo. Divida o tabuleiro em 20 tabuleiros 2 x 2 como indicado na figura
abaixo. Existem 5 quadradinhos do tabuleiro que nao fazem parte desses tabuleiros e
que estdo indicados com a letra X. Com a pintura dos 46 quadradinhos, pelo menos
46 -5 =41 =2-20+ 1 serdo colocados nesses 20 tabuleiros 2 x 2. Pelo Principio da Casa
dos Pombos, independente de como eles estejam distribuidos, pelo menos 3 deles estarao
no mesmo tabuleiro 2 x 2.

Aroleta heptacular

Uma roleta circular possui 7 se¢cdes de igual tamanho e cada uma delas serd pintada com
uma dentre duas cores. Duas coloracoes sdo consideradas equivalentes se uma pode ser
rotacionada para produzir a outra. De quantas maneiras nao equivalentes a roleta pode
ser pintada?
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A roleta heptacular — Solugdo

Sem considerar as rotacdes, como cada setor admite duas possibilidades de pinturas,
existem 27 preenchimentos das 7 se¢des com duas cores. Cada um desses preenchimen-
tos pode ser rotacionado de 6 formas e gerar outros 6 preenchimentos equivalentes. Por
exemplo, as cores sao representadas por A e B, entao as pinturas a seguir sao equivalentes

VAVER VAV

ABAAAAB AAABABA

No desenho anterior, cada pintura esta associada a uma palavra que representa a leitura
das cores no sentido hordrio e a lista completa de pinturas equivalentes é:

ABAAAAB
BAAAABA
AAAABAB
AAABABA
AABABAA
ABABAAA
BABAAAA.

Esses preenchimentos obtidos por rotagdo serao distintos se nem todas as cores escolhi-
das forem a mesma. S6 existem duas pinturas em que todas as se¢ées possuem a mesma
cor. Retirando-as do total, as demais podem ser agrupadas em conjuntos de 7 pinturas
equivalentes entre si. Portanto, o total de pinturas ndo equivalentes é

27-2

+2=20.
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O Torneio Intergaldtico

Considere um torneio de xadrez envolvendo terrdqueos e alienigenas em que cada joga-
dor joga contra todos os outros exatamente uma vez. Ao final do torneio, cada jogador
obteve metade dos pontos que conquistou jogando contra terrdqueos e metade jogando
contra alienigenas. Sendo ¢ e a os nimeros de terrdqueos e alienigenas, respectivamente,
responda:

a) Qual o total de jogos desse torneio, em fungao de ¢ e a?

b) Nesse torneio, cada vitéria vale 1 ponto, cada empate vale 0,5 ponto e cada derrota
vale zero ponto. Qual o total de pontos dos terrdqueos em funcao de ¢ e a?

¢) Verifique que o niimero total de jogadores do torneio é um quadrado perfeito.

O Torneio Intergaldtico — Solugdo

a) Sendo n =t + a o total de enxadristas presentes, com cada dupla se enfrentando em
partidas Unicas, o torneio teve

nn-1) B (t+a)(t+a-1)

artidas.
2 2 P

b) Se somarmos a pontuacdo que cada atleta recebeu por jogo (independentemente do
resultado) obteremos sempre a soma 1 por jogo. Assim, existe uma relacao direta entre
a quantidade de jogos e os pontos distribuidos. Como cada terrdqueo ganhou metade
dos seus pontos jogando contra adversario da mesma raca e outra metade contra ali-
enigenas, o total de pontos que os terrdqueos tiveram contra terrdqueos € igual ao
numero de pontos que o0s terrdqueos obtiveram contra os extraterrestres. Cada terra-

queo jogou partidas contra terrdqueos (total de pontos dos terrdqueos contra

) ala—1) . . ,
terrdqueos) e — contra aliens (total de pontos dos terrdqueos contra os ET’s). O

mesmo raciocinio vale para os alienigenas. Portanto, o total de pontos dos terrdqueos
foide

t(t—=1) ala-1)
+
2 2
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c¢) Em virtude dos itens anteriores, a quantidade de pontos distribuidas coincide com o

. nn-1) P L. )
total de jogos — e, além disso, é igual a soma dos pontos de todos os terrdqueos

contra seus idénticos e contra os de outra raca, mais a soma de todos os pontos obtidos
pelos alienigenas entre si e contra os terrdqueos. Sendo assim, podemos escrever que:

(t+a)(t+a-1) t(t-1) ala—1)
= 2 +2
2 2 2
(t2+m—t+at+a2—a) = 2(t2—t+a2—a)
a’-2at+t> = t+a
(a—t)2 = n.

Assim, conseguimos escrever n como um quadrado perfeito.

As pinturas dos quadrados

Dois quadrados de um tabuleiro 7 x 7 sdo pintados de amarelo e o resto é pintado de verde.
Dois esquemas de cores sdo equivalentes se um pode ser obtido do outro aplicando uma
rotacao no plano do tabuleiro. Quantos esquemas de cores ndao equivalentes podemos
obter?

As pinturas dos quadrados - Solugdo

49-
Como o tabuleiro possui 7 -7 = 49 quadrados, existem — 1176 maneiras de esco-

lhermos dois deles para receberem a cor amarela. Quando eles ndo sdo diametralmente
opostos, podemos rotaciond-los em 90° trés vezes e obter configuracoes que geram es-
quemas equivalentes. Para contarmos os pares de quadrados diametralmente opostos,
escolha um quadrado distinto do centro de 49 — 1 = 48 formas. O outro quadrado esta
completamente determinado por essa escolha. Entretanto, como a ordem de escolha en-

tre eles é irrelevante, o total de pares é = 24. Cada um desses 24 esquemas pode ser

rotacionado uma vez por 180° gerando outro equivalente. Portanto, o nimero de esque-
mas é

1176 -24 24
— =+ = =300.
4 2
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Os elos da corrente

Jodo possui um tnico pedaco de corrente com 7 elos, cada um pesando 1g. Cada vez que
um elo de algum pedacgo de corrente é quebrado, obtemos 3 pedagos. Por exemplo, se um
pedaco possui 9 elos e quebramos o quarto, passaremos a ter pedagos com as seguintes
quantidades de elos: 3, 1 e 5. Um elo quebrado continua pesando 1g.

a) Se n =8, mostre um exemplo de como quebrarmos apenas 2 elos e obtermos pedacos
que possam ser reunidos de modo a realizarmos qualquer peso de 1g até 8g.

b) Se n =16, mostre um exemplo de como quebrarmos apenas 2 elos e obtermos pedacos
que possam ser reunidos de modo a realizarmos qualquer peso de 1g até 16g.

¢) Se n=63g, mostre um exemplo de como quebrarmos apenas 3 elos e obtermos peda-
¢os que possam ser reunidos de modo a realizarmos qualquer peso de 1g até 63 g.

d) Se n = k-2¥—1, mostre um exemplo de como quebrarmos apenas k—1 elos e obtermos
pedacos que possam ser reunidos de modo a realizarmos qualquer peso de 1g até ng.

Os elos da corrente — Solugdao

a) Basta quebrarmos o primeiro e o sexto elos obtendo os pedacos de comprimentos: 1,
4,1 e 2. Para realizarmos qualquer peso de 1g a 8g, considere as somas de pedacos:

1

= 2

= 142

= 4

1+4

= 2+4

= 1+2+4

= 1+2+4+1.

0 N O gk W N
[l

b) Basta quebrarmos o terceiro e o oitavo elos obtendo os pedacos de comprimentos: 2,
1, 4, 1 e 8. Usando as somas do item anterior, podemos obter os pesos de 1g até 8g.
Acrescentando a essas somas a parcela correspondente ao pedaco de 8 elos, podere-
mos obter as somas de 9g até 16g.
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C)

d)

Basta quebrarmos o quinto, décimo quarto e trigésimo elos, obtendo os pedacos de
comprimentos 4, 1, 8, 1, 16, 1 e 32. Quando dividimos qualquer ntimero 7 do conjunto
{1,2,3,...,63} por 4, obtemos um quociente g e um resto r € {0,1,2,3}, ou seja, n =
4q+r. Os pedacos de peso 1 sdo suficientes para a realizacao de qualquer valor de r. Os
pedacos restantes sao todos os quadruplos dos niimeros do conjunto {1, 2,4, 8}. Como
vimos nos primeiros itens, com pedacos de pesos 1, 2, 4 e 8 podemos formar qualquer
inteiro de 1 até 15. Assim, com os seus quadruplos, podemos formar qualquer multiplo
de 4 até 60, que somados a {0,1,2,3} (pesos para os pedacos de 1g), podemos obter
qualquer pesode 1ga63g

Basta quebrar a corrente com 7 elos para obter os pedacos indicados pelos paréntesis
da soma abaixo:

(k) + D)+ 2k) + (1) + k) + (1) +@k)+ (1) +...+ (D + (k-2 = (k=1 + k¥ 1) = k2F-1.

Observacao: Veja que nao conseguiriamos com menos de k—1 pedagos, pois qualquer
quantidade r de quebras, com r < k—1, s6 poderia gerar r parcelas de peso 1g e no
maximo r + 1 parcelas de outros tamanhos. As parcelas ndo associadas as quebras
geram no maximo 2’ ! somas. Combinando essas somas com o possivel acréscimo
de até r elos de peso 1g, teremos no méaximo (r +1)-2"*! < (r +1)-2F < k- 2%, Dai o
nimero maximo de somas é menor ouiguala k-2K -2 < k-2¥—1=n.

O segmento tangente

Na figura a seguir, o segmento AE € tangente a circunferéncia c em A. O segmento AD é
perpendicular ao segmento BC e o segmento DE é paralelo ao segmento AB. Além disso,
ZEAC =60°.

a)

b)

Determine o valor de ZEDC.

Encontre a medida do angulo ZAEC.
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O segmento tangente — Solucdo

a) Como AE é tangente a circunferéncia ¢, temos ZEAC = ZABC (angulo de segmento
e angulo inscrito olhando para o mesmo arco). Dado que DE e AB sdo paralelos, os
angulos correspondentes ZABC e ZEDC sao congruentes, ou seja, ZEDC = 60°.

b) Considere a circunferéncia d de diametro AC. Seja P a intersecdo da reta AE com a
circunferéncia d. Como ZPAC e ZPDC estdo inscritos no mesmo arco, devemos ter

/PAC = /PDC =60°.
Do item anterior, ZPDC = ZEDC e assim P também est4 na reta suporte do segmento

ED. Portanto, P € a intersecao das retas AE e ED, ou seja, P = E. Finalmente, dado
que AC é diametro de d e E estd em d, segue que ZAEC =90°.

Uma construgdo triangular

Na figura a seguir, ABC é um tridngulo isdsceles com BA = BC. O Ponto D estd em seu
interior de modo que ZABD =13°, ZADB =150° e ZACD = 30°. Além disso, ADE é um
tridngulo equildtero. Determine o valor do angulo ZDBC.
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Uma construgao triangular — Solugao

Trace os segmentos indicados na figura a seguir.

Como A ADE é equilétero, segue que ZADE = 60°. Dai, ZBDE = 360° —150° —60° = 150°.
Além disso, de AD = DE, BD = BD e ZADB = ZBDE, segue pelo caso de congruéncia
LAL que AABD = ABDE. Assim, AB = BE e ZABE =2-/ABD = 26°. Considere agora
o circunferéncia k que passa por A, D e C. O angulo ZACD estd inscrito no arco corres-
pondente a corda AD e assim o centro dessa circunferéncia produz um angulo central de
60° em relacdo a essa corda. Ou seja, E € o centro de k. Portanto AE = ED = EC. Final-
mente, de BA = BC, como os lados dos tridangulos ABE e BCE sao congruentes, o caso de
congruéncia LLL produz AABE = ABCE eissonos dd ZABE = ZEBC. Logo,

/DBC=/DBE+/EBC=13°+26°=39°.
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Triangulos isésceles e uma construgao geométrica

O tridngulo ABC abaixo tem um ponto D no seu lado AB, tal que AB = CD, ABC =100°
e DCB = 40°.

B

A C

a) Qual a medida do angulo BDC?

b) Qual a medida do angulo ACD?

Tridngulos isésceles e uma construgdao geométrica — Solucao

a) Analisando a soma dos angulos internos do triangulo ABDC, temos 100°+40°+/BDC =
180°, ou seja, ZBDC = 40°.

b) Em virtude do item anterior, ABDC éisGsceles de base CD e entao BC = BD. Construa
o triangulo auxiliar ABCE, equilétero, e denote ZACD = a.

Por construcao, /DCE =100° e CE = BC. De AB=DC e ZABC = Z/DCE, podemos
escrever AABC = ADCE, pelo caso LAL Dai, chegamos a

ZACB=/DEC=40°+a.

Como ABCE é equilatero (BC = CE = EB); e ABCD é isosceles (BC = BD), conclui-
mos que ABDE é isosceles com BE = BD e base DE. Portanto, seus angulos da base
sdo iguais a 10°. Por fim, como ZBEC =60° = 10° + 40° + , concluimos que a = 10°.
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Algumas fracoes bem pequenas!

a)

b)

C)

Considere um primo p que divide 10" + 1 para algum # inteiro positivo. Por exemplo,
p = 7 divide 103 + 1. Analisando o periodo principal da representacdo decimal de —,
verifique que o nimero de vezes que o digito i aparece € igual ao namero de vezes que
o digito 9 — i aparece paracada i€ {0,1,2,...,9}.

Considere um numero primo p que nao divide 10 e suponha que o periodo da re-

1 P
presentacdo decimal de — seja 2k. E sempre possivel quebrarmos o periodo em dois
p

1
nimeros que somam 10 — 12 Por exemplo, o periodo de - tem tamanho 6 = 2k, pois
é igual 2 142857. Veja que 142 +857 =999 =10%—1=10%-1.
Sendo
1 1 1

x= + + +..
1998 19998 199998
ao escrevermos 2x como um nimero decimal, qual serd o 59° algarismo apds a virgula?

)

Algumas fracoes bem pequenas! — Solugao

a)

Podemos escrever 10" + 1 = p- a onde a é um niimero com ndo mais que n digitos na
base 10, digamos a = aja ... a,. Queremos dizer com isso que cada ntimero a; € um
dos digitos de a. Mesmo que ele possua estritamente menos que 7 digitos, podemos
colocar alguns a;’s da esquerda como sendo 0. Temos

1 a

p ap
a
107 +1
a(10™-1)
1027 —1
[10"(a—1)+ (10" —-1)—(a—1)]
1027 — 1 )

O ntimero 10" —1 é constituido por n ntimeros iguais a 9 e a diferenca (10" - 1) — (a—1)
reduz cada um desses digitos 9 por um digito de a. Assim, a representacao decimal do
numerador é:

aiay...ap—1(a,—19—a1)9—a)...9—a,-1)(10—ay,).

1
O numero anterior representa o periodo da representacao de — e cada digito i pode

ser pareado com um outro digito da forma 9—i. Assim, as quantidades de aparicoes de
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b)

C)

tais digitos sdo iguais. No exemplo do enunciado, o periodo de 1/7 é 142857 e temos
0s seguintes pareamentos:

1
4
2

L
~N oo o

Como 10%%—1 = (10¥—1)(10¥+1) e p é primo, um dentre 10°~1 e 10¥+1 é mdltiplo de p.
1

Nao podemos ter 10X — 1 mdltiplo de p, pois caso contrario poderiamos escrever — =
p

(10k-1/p

10% -1
assim, p divide 10¥ + 1 e podemos repetir a solucdo do item anterior para concluir que

o periodo da representacao decimal de 1/p é da forma:

e obterifamos uma dizima peri6dica com periodo menor do que 2k. Sendo

aray... a1 (ar—1)O9—a;)9—ap)...(9—ap_1)(10 — ay).

Somando o nimero formado pelos k primeiros digitos com o nimero formado pelos
k dltimos, obtemos 99...9 = 10K — 1.
——

k vezes
Perceba que

1 1 1

— et ———t ——+...
999 9999 99999
0,001 +0,0001 + 0,00001 +....

2x =

Na primeira parcela, o 1 aparece nas ordens multiplas de trés, na segunda, nas multi-
plas de quatro, na terceira, nas multiplas de cinco, e assim sucessivamente. Ao somar-
mos as duas primeiras dizimas 0,001 e 0,0001, teremos a dizima periddica

0,001101011002...

Nas posicoes multiplas de apenas um dos nimeros do conjunto {3, 4}, teremos o nu-
mero 1. Nas que sdo simultaneamente multiplas de 3 e 4, teremos 2 e nas demais o
numero 0. Além disso, a representacao sera periddica com periodo de tamanho 12.
Para descobrirmos os algarismos em uma dada posicdo na soma precisamos estudar
quantos divisores maiores que 2 a posi¢cdo possui. Dentre os nimeros naturais meno-
res que 60, nenhum possui mais de 8 divisores inteiros positivos maiores que 2. Assim,
na soma de dizimas:

0,001 +0,0001 +0,00001 +...+0,00...01.
N——
59 digitos

nao ocorrerd a operacao de “vai um” nas primeiras 59 casas e o algarismo na posicao 59
serd 1, pois 59 possui apenas um divisor maior que 2. As outras posi¢des terdo nime-
ros menores ou iguais a 8, pois 48 é o nimero natural menor que 60 que mais possui
divisores positivos e apenas 8 deles sdao maiores que 2. Como 60 possui 10 divisores
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positivos maiores que 2, a saber, 3,4,5,6,10,12,15,20,30 e 60, ocorrerd a operacao de
“vai um” ao somarmos essa dizima com as anteriores e assim a casa na posicao 59
terd o acréscimo de uma unidade e passard a ter o algarismo 2. Resta verificarmos
qual a contribuicao das demais dizimas nas posicoes de ordem maior que 60, levando
em conta a operacdo de “vai um”. A demais casas dessas dizimas e das restantes que
ainda ndo foram contabilizadas, poderdo contribuir através da operacao de “vai um”
no algoritmo da soma com um ntmero estimado por

60
——+0,00...01+0,00...0L+... <
1061 —_—— ——

61 digitos 62 digitos

60 1 1

+ + +...
1061 9.1060 © 9.1061
60 1

+
1061~ 81-10°9
1

1059 :

Portanto, ndo precisaremos contabilizar outras contribui¢does na posi¢ao 59 ap6s a vir-
gula e o seu algarismo na soma € 2.
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ENUNCIADOS E SOLUCOES DO NIVEL 3

Adrea do anel

Um heptdgono regular estd imprensado entre dois circulos, como mostra a figura abaixo.
Seus vértices estdo inscritos na circunferéncia maior e seus lados sdo tangentes a circun-
feréncia menor. Os lados do poligono medem 2cm e sdo tangentes ao circulo menor e,
além disso, seus vértices pertencem a circunferéncia maior. Sendo assim, qual a drea do
anel sombreado da figura?

A drea do anel - Solugao

Se R; e R, denotam os raios do circulo externo e interno ao heptdgono, respectivamente,
podemos concluir que a drea procurada € 7 - Rf —7- Rg. O ap6tema do heptagono é igual
a R, e forma com metade do lado e o raio R; um triangulo retdngulo. Dai, pelo Teorema
de Pitagoras, temos Rf =12+ Rg. Assim, a drea procurada € 7.

WwWw .obmep.org.br OBMEP - Banco de Questoes 2018



138 OBMEP - Banco de Questoes 2018

A solugao do sistema

Se (x, y) é uma solucdo do sistema

xXy=6
Xy+xy?+x+y=63

determine o valor de x? + y2.

A solucdo do sistema - Solugao

Temos
63 = x2y+xy2+x+y
= xy(x+y)+x+y
= 6(x+y)+(x+y)
= 7(x+y).
Portanto, x+ y = 9. Assim,
x2+y2 = (x+y)2—2xy
= 81-12
= 69.

A soma dos digitos

Seja S(n) asoma dos digitos de um inteiro n. Por exemplo, S(327) = 3+2+7 = 12. Encontre
o valor de
A=81)-82)+5@3)—-S@) +...—S5(2016) + S(2017).

A soma dos digitos - Solugao

Se m é par, o numero m + 1 possui os mesmos digitos que m com excec¢do do digito das
unidades, que é uma unidade maior. Portanto, S(m + 1) — S(m) = 1. Isso nos permite
agrupar os termos da sequéncia em pares com diferenca igual a 1:

S(1)—-S2)+S(3)-S4)+...—S5(2016) + S(2017)

S(1) +(S(3) = S(2)) +(S(5) = S4)) +...+(5(2017) — S(2016))
1+1+1+...+1

1009.
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Probabilidade no torneio

Em um torneio com 10 times, cada um deles se enfrenta uma tinica vez. Além disso, ndao
ocorrem empates e cada um possui 50% de chance de ganhar qualquer partida. Qual a

probabilidade de, ap6s contabilizadas as pontuagdes dos — = 45 jogos, ndo existirem

dois jogadores com o0 mesmo nimero de vitérias?

Probabilidade no torneio - Solugdo

Como cada uma das 45 partidas possui dois resultados possiveis, existem 24> maneiras
distintas de distribuir as vitérias do torneio. Cada time pode vencer de 0 até 9 partidas.
Como sao 10 times, para que todos os nimeros de vitorias sejam distintos, cada inteiro
do conjunto {0,1,2,...,9} deve ser associado como ntumero de vitoérias de um tnico jo-
gador. Isso pode ser feito de 10! formas. Resta saber se essa distribuicdo de nimeros de
vitérias é realizdvel neste torneio. Se j; é o jogador que deverd vencer apenas i partidas,
comi€{0,1,2,...,9}, entdo faca j; ganhar de todos os jogadores jy, ji,..., ji-1 € perder de
todos os jogadores j;i1, ji+2,---, j10- Isso garantira a distribuicdo planejada. Portanto, a
probabilidade é 10!/2%.

TORRECOPOS

O jogo TORRECOPOS consiste em guardar uma pilha de copos, previamente empilhados
sobre uma mesa (Figura 1), com as "bocas"voltadas para baixo, de forma que todos fi-
quem um dentro do outro e apenas um em contato com a mesa (Figura 2). No primeiro
andar, os copos sao do tipo A, no segundo, do tipo B, no terceiro, do tipo C e assim por
diante. Vence o jogo aquele que os recolher no menor tempo. Na Figura 3, podemos obter
apenas trés configuracoes depois de recolhidos: AAB, ABAe BAA.

=

Figura 1 Figura 2 Figura 3

a) Na Figura 1, quantas configuracgdes diferentes podemos obter apds recolhé-los?

b) Quantas configuracoes diferentes podemos obter ao recolher os copos em uma torre
com 4 andares?

¢) Quantas configuracoes diferentes podemos obter ao recolher os copos de uma torre
com n andares?
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TORRECOPOS - Solugiio

a) O numero de configuracoes finais € o mesmo que o nimero de permutacdes de uma
!

palavra que possui trés letras A, duas letras B e uma letra C, ou seja, ﬂ = 60.

b) Usando o mesmo raciocinio do primeiro item, porém com quatro letras A, trés letras
!

B, duas letras C e uma letra D, temos TR =12.600.
¢) Neste caso temos n letras A, (n—1) letras B, (n—2) letras C e assim por diante, sendo
nn+1
o total de letras igual a soma dos n primeiros naturais, ou seja, % Assim, a

quantidade de configuragdes finais, ap6s o recolhimento dos copos, é

(n(n+1)
2
n-(n=D!-(n=2)!-...- 1"

!

B A cauda do fatorial

Se m! termina com exatamente n zeros, dizemos que n € a cauda do fatorial m!. Observe
os exemplos e responda:

e 5!=5x4x3x2x1=120, termina em um zero, por isso, a cauda do fatorial 5! é 1; e
« 10!=3628800, termina em dois zeros, logo a cauda do fatorial 10! é igual a 2.

a) Quais sdo as caudas dos fatoriais de 20! e 25!?

b) Qual o digito das dezenas de 7!+ 8!+ 9! +...+2018!?

¢) Algum m! tem cauda do fatorial igual a 5?

d) Qual a cauda do fatorial de 2018! (dois mil e dezoito fatorial)?

e) Quantos inteiros positivos menores que 2018 ndo sdo cauda do fatorial?

B A cauda do fatorial - Solucio

a) Como 10 =2-5, basta contar as quantidades de fatores 2 e 5 nesses nimeros. Observe
que 20! é o mesmo que 20-...-15-...-10-...-5-...-1, como sdo 4 multiplos de 5 em sua
representacao fatorial e existem mais de 4 fatores 2 nesse produto, teremos 4 zeros a
sua direita. Expandindo 25!, temos 5 muiltiplos de 5, sendo um muiltiplo de 5. Como
a quantidade de fatores 2 é maior, logo ele termina em 6 zeros. Como existem mais
fatores 2 do que 5, a cauda do fatorial de m! é determinada pelo expoente de 5 na
fatoracao de m!
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b)

C)

d)

e)

Como 10! é multiplo de 100, qualquer fatorial associado a um ntimero maior que 10 é
também multiplo de 100. Portanto, os ultimos dois digitos da soma

10!+ 11!+ 12'+...4+2018!

sdo 00. Os ultimos dois digitos de 7!+ 8! + 9! = 5040 + 40320 + 362880 = 408240 s3do 40.
Logo o digito das dezenas procurado € 4.

Pelos itens anteriores, com inclusao do produto por 25, o expoente do 5 na expansao
do fatorial pula de 4 para 6. Os proximos fatoriais terdo pelo menos 6 zeros e assim a
nao existe cauda do fatorial de tamanho 5.

Observacao: Perceba que a cada novo multiplo de 5, a cauda “pula” uma unidade, para
multiplos de 52 teremos duas unidades, para os de 5° serdo trés e assim por diante.

Devemos analisar os multiplos das poténcias de 5 menores ou iguais a 2018: 5, 25, 125,
625. Sao 403 multiplos de 5, 80 de 25, 16 de 125 e 3 de 625. Portanto, a cauda serd igual
a

403+80+16+3 =502.

A cada pulo duplo associado a um miiltiplo de 52, perdemos um inteiro como possivel
cauda do fatorial. A cada pulo triplo associado a um muiltiplo de 5%, perdemos dois
possiveis inteiros como cauda do fatorial e assim sucessivamente. Analisando os mul-
tiplos de 5 menores ou iguais a 2018, temos 80 pulos duplos, 16 triplos e 3 quadruplos.
Portanto, chegamos a

80x1+16x2+3x3=121

inteiros que nao sdo cauda do fatorial.

Anéis simétricos

Um anel simétrico com m poligonos regulares de n lados cada é formado de acordo com
as regras:

i

ii

i) cada poligono no anel encontra dois outros;
i) dois poligonos adjacentes tém apenas um lado em comum;

i) o perimetro da regido interna delimitada pelos poligonos consiste em exatamente
dois lados de cada poligono.
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O exemplo na figura a seguir mostra um anel com m = 6 e n = 9. Para quantos valores
diferentes de n é possivel construir esse anel?

Anéis simétricos — Solucao

o

Seja a = a medida de cada angulo externo de um poligono regular ABCDE.... Su-

ponha que o caminho BCD faz parte do perimetro da regido interna de algum anel. Se
O é o encontro dos prolongamentos de AB e DE, por simetria, ele é o centro da regiao

(o}

interna. Como sao m poligonos regulares, conclui-se que ZBOD =
dos angulos internos de BCDO fica

. Agora, a soma

. 360°
360°==—+a+(180+a)+a
. 360° 3-360° .
360° = + +180

m

2 6
1==+—.

m n
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Dai, multiplicando a equacao anterior por mn e fatorando a expressao encontrada, temos

6m+2n
12.

mn
(m-2)(n—-6)

Para o anel existir, precisamos de m > 2. Além disso, (m —2) e (n —6) precisam dividir
12e n >0, entdo (n—6) €{1,2,3,4,6,12}, o que faz n € {7,8,9,10, 12,18}, sendo 6 valores
possiveis diferentes para n. Para verificar que todos eles sao solugdes, basta considerar os
seguintes exemplos de anéis

Slels,
Se?
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Bl A linha do trem

Uma linha de trem esté dividida em 10 trechos pelas estacées A, B, C, D, E, F, G, H, I, ] e
K. A distancia de A até K é igual a 56km. O trajeto de dois trechos consecutivos é sempre
menor ou igual a 12km e o trajeto de trés trechos consecutivos sempre é maior ou igual a
17km. Determine as distancias:

a) de J até K;
b) de D até H;

c) deBagG.

Bl A linha do trem - Solucio

a) Podemos escrever AK =56e AK = AD+DG+GJ+JK. Como AD, DGe GJ =17, entdo
JK < 5. Dai, para HK = 17, devemos ter HJ = 12. Mas, sabemos que HJ < 12, assim
HJ =12. A partirde HK = 17 e H] =12, concluimos JK =5 e a tinica possibilidade é
JK =5.

b) Por simetria, teremos AB =5 e BD = 12. Agora, seguimos com
DH=AK-AB-BD-HJ-JK

=56-5-12-5-12=22.

¢) Porfim, GJ =17, mas H] =12. Assim GH =5. Apartirde DG=17e DH=DG+GH =
22, obtemos DG =17 e GH = 5. Portanto

BG=BD+ DG
=12+17
=29.
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Bl Uma diagonal no diametro

Uma das diagonais de um quadrilatero inscritivel € um diametro de seu circulo circuns-
crito.

D

Verifique que as intersecoes E e F das retas perpendiculares por A e C, respectivamente,
areta BD satisfazem

DE = BF.

Bl Uma diagonal no diametro - Solucio

Estenda as perpendiculares CF e AE para a segunda intersecdao com o circulo nos pontos
H e G, respectivamente. Como AG || CH e AC é um diametro, segue que AGCH é um
retangulo. Seja M o ponto médio de EF. Por ser uma corda da circunferéncia, temos

OM perpendicular a BD. Usando que EF é perpendicular aos lados do retangulo, temos
EM =FM e dai

DE=DM-ME=BM-MF =BF.
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O jogo dos dados

Um jogo é composto das seguintes regras:
i) Em cada rodada, ocorre o lancamento de um dado comum nao viciado.
ii) Se sair o nimero 3, entdo o jogador A ganha.

iii) Se sair um dos nimeros do conjunto {4, 5, 6}, entdo o jogador B ganha.

iv) Se sair um dos ntmeros do conjunto {1,2}, entdo o dado é lancado outra vez até re-
sultar em 3 ou4 ou 5 ou 6.

Qual a probabilidade do jogador B vencer?

0 jogo dos dados - Solugéo

Seja P;(B) a probabilidade do jogador B vencer na rodada i, com i inteiro positivo, e
P;(A+ B) aprobabilidade de A e B ndo vencerem na rodada i. Portanto, temos que

P(B)_3_1
1 _6_2}

P(B)—P(A+B)P(B)—2 1_1

2 — 1] 2 —62—6;
P3(B)=P,(A+B)-P,(A+B) P(B)—2 2 1_1
s 2 VT 66 2 18

n-1
Pn(B):Pl(A+B)-P2(A+B)-...-Pn_l(A+B)-Pn(B):(%) %

Perceba que os resultados formam uma progressao geométrica de razao 1/3 que precisa-
remos somar para encontrar a probabilidade P(B) de B vencer. Temos, entao

1
1 1 1 n“ti1 3 3
PB)=—+—-4+—+:--+|= —= ==
2 6 18 3 2 4
Observa(;?lo:Squl<1eS:1+q+q2+...+qn_1,entﬁo

n

Sq:q+q2+q3...+q .

n

Dai, Sg— S = g" — 1 e, consequentemente, S = . No final da solucao anterior, apli-

camos essa formula para a soma dos termos de uma progressao geométrica com g = 1/3.
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Aplicando areas

Afigura a seguir mostra um segmento AB, seu ponto médio C e as semicircunferéncias de
diametros AB e AC. Uma circunferéncia de centro P é tangente as duas semicircunferén-
cias e também ao segmento AB. Sendo AB = 8cm, e O, o ponto médio de AC, pergunta-
se:

N

A C B

a) Qual a medida do perimetro do triangulo OCP?

b) Qual a medida do raio da circunferéncia de centro P?

Aplicando dreas - Solugdo

a) Seja x o raio da circunferéncia de centro P. Tragamos OP, que passa pelo ponto de
tangéncia D; CP, que passa pelo ponto de tangéncia F; e PE, perpendicular a AB (e
raio da circunferéncia destacada na figura). Temos CP =4—xe OP = 2+x. O perimetro
do tridngulo OCP é

2p = OP+CP+CO
= 2+x)+@d—-x)+2
= 8cm.

b) Agora, calcularemos a 4rea do AOCP de duas formas, pela férmula de Heron, que usa
o semi perimetro p = 4cm e como metade do produto da base pela altura.

I
é
A O 2 C E B
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Sendo assim,

2-X
\/4-(4—2)(4—(2+x))(4—(4—x)):T.

] 16
Resolvendo a equacao anterior, ficamos com x = Y cm.

Observacao: Um tridngulo de perimetro 2p e lados de comprimentos a, b e c, pela For-
mula de Heron, possui drea dada por

A=\/p(p-a)(p-Db)(p-o).

Liinulas

Um quadrilatero ABCD estd inscrito numa circunferéncia de centro O. Sabe-se que as
diagonais AC e BD sao perpendiculares. Sobre cada um dos lados construimos semicir-
culos, externamente, como mostra a figura abaixo.

a) Mostre que os triangulos AOB e COD tém a mesma drea.

b) Se AC=8cm e BD =6cm determine a drea da regido pintada.
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Lunulas - Solugdo

a) Inicialmente, observe que

AOB+COD =
2.(ACB+CBD) =
2-90° = 180°.

Sejam M e N, respectivamente, os pontos médios dos lados AB e CD. Entao BOM =

AOB 180°-COD . . : . R
= = CON. Isso nos permite concluir que os tridngulos retangulos

2
ABMO e ACNO possuem os mesmos angulos. Além disso, podemos concluir que
eles sdo congruentes, pois possuem a mesma hipotenusa. Entdo eles tém a mesma
drea e, consequentemente, vale o mesmo para AAOB e ACOD.

AB CD
b) Sejam r; = > e r, = — os raios das semicircunferéncias sobre os lados AB e CD,

respectivamente. Pela congruéncia dos triangulos BMO e ONC, temos ON = BM =r;.
Dessa forma,

2,.2_p2
ri+ry=R".
Analogamente, se r3 e r4 sa0 os raios das semicircunferéncias sobre AD e BC, temos
2, .2_p2
r3+r; =R
Agora, somando as dreas dos quatro semicirculos, obtemos:

1
E-n-(r12+r22+r§+rf):n-R2.

WwWw .obmep.org.br OBMEP - Banco de Questoes 2018



150 OBMEP - Banco de Questoes 2018

Logo, as 4 semicircunferéncias preenchem completamente o circulo. Subtraindo-se
as areas dos segmentos circulares, concluimos que a drea sombreada é igual a drea do
quadrildtero. Como as diagonais sdo perpendiculares, esta serd igual a

AC-BD 8-6 )
=T _—24cm®
2 2

Combate com dados

Dois jogadores se enfrentam em um jogo de combate com dados. O atacante lancar4 trés
dados e o defensor, dois. O atacante derrotard o defensor em apenas um lance de dados
se, e somente se, as duas condicdes seguintes forem satisfeitas:

i) O maior dado do atacante for maior do que o maior dado do defensor.

ii) O segundo maior dado do atacante for maior do que o segundo maior dado do de-
fensor (convencionamos que o “segundo maior dado” pode ser igual ao maior dado,
caso dois ou mais dados empatem no maior valor).

Considerando que todos os dados sao honestos com os resultados equiprovaveis, calcule
a probabilidade de o atacante vencer com o defensor conseguindo nos dados dele:

a) 2 cincos;

b) 1 cinco e 1 quatro.

Combate com dados - Solucao

a) Para ganhar, precisamos tirar ao menos dois 6. A probabilidade sera igual a tirar:

1\3
e trésseis: P; = (6) ;ou
- . 1\* 5 15
 dois seis e outro numero qualquer menor que 6: P, = 3- sl & = &

1 15 16 2
Portanto, a probabilidade é —+ —=—=—.
63 63 63 27
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b) Para ganhar, precisamos tirar ao menos um maior do que 5 e outro maior do que 4. A
probabilidade seré igual a tirar:

1\3
trés seis: P, = (6) ;e

dois seis e outro qualquer (< 6): P, =3 (1)2 >_ 1S
b u . = ol = .—:_;
qualq 2 6 6 6
. . 1 (1} 3
e um seis e dois cincos: P, =3-—-|=| =—;o0u
6 \6 63
. . t al (<5): Py =3l 114 24
e um seis, um cinco e outro qualquer :Py=3l.—.—. —=—
quald 2 6 6 6 6

Portanto, ficamos com
1 15 3 24 43

=+ =+—==—.
63 6% 6% 63 216
Os dngulos do losango

Sejam ABCD um losango, com Z/BAD > ZABC, e P e Q pontos nos lados AB e AD, res-
pectivamente, tais que o triangulo PCQ é equilatero, com lado igual ao lado do losango.
Encontre as medidas dos angulos do losango.

Os angulos do losango - Solucgdo

Como ZABC=/QDC=aeBC=PC=QC=CD,segueque /BCP =/DCQ =180°-2a.
Assim,

180° -«

/BCD
(180° —2a) +60° + (180° — 2a)
420° - 4a.

Portanto, 240° = 3a, ou seja, @ = 80°. Logo, os angulos do losango sdo 80°,80°,100° e 100°.
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Circunferéncia tangente aos lados

Prove que se um poligono possui uma circunferéncia tangente a todos os seus lados, en-
tao é possivel encontrar trés lados do poligono que formam um triangulo.

Circunferéncia tangente aos lados — Solucdo

Seja DE o maior lado do poligono e considere os outros dois lados adjacentes a ele, deno-
tados por CD e EF na figura a seguir.

Além disso, sejam K,em CD, e I,em DE, e J, em EF os pontos de tangéncias desses lados
com a circunferéncia mencionada no enunciado. Como KD =DI=xe EI=E] =y,
temos

DE = x+y
< CD+EF

Sabendo que DE é o maior lado do poligono, também temos DE + CD > EF e DE + EF >
CD. Em virtude da Desigualdade Triangular, os segmentos DE, CD e EF sao lados de um
triangulo.

Os clubes da ilha

Uma ilha possui 50 clubes. Cada habitante da ilha é s6cio de 1 ou 2 clubes. Cada clube
tem no méaximo 55 sécios e para cada par de clubes existe um habitante da ilha que é
socio dos dois clubes. Encontre todas as possibilidades para as quantidades possiveis de
habitantes da ilha. Justifique sua resposta.
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Os clubes da ilha - Solucdo

Existem (520) = 1225 pares de clubes e para cada um deles devemos ter um habitante que

pertence a ambos. Denotemos esses habitantes por H;; com i,j € {1,2,...,50} e i < j.
Se dois deles sao iguais, um habitante estaria em trés clubes e isso seria uma contradicao.
Portanto, todos os estudantes H;j sdo distintos e isso nos mostra que a ilha precisa ter pelo
menos 1225 pessoas e que cada clube tem pelo menos um habitante do tipo H;;. Fixado
um clube qualquer, ele possui 49 habitantes distintos em comum com os outros 49 clubes.
Como ele pode ter no méaximo 55 habitantes, conterd no maximo 6 que ndo sdo da forma
Hjj. Assim, o nimero méximo de habitantes da ilha é 1225+50-6 = 1525. Considere agora
um inteiro n € [1225,1525] e 1225 pessoas distintas. A cada uma associe uma etiqueta H; ,
com i,j€{l,2,...,50} e i < j, e coloque a pessoa com etiqueta de indice i no clube C;.
Essas serdo as unicas pessoas em dois clubes. Como n — 1225 < 300, podemos distribuir
as pessoas restantes inserindo-as em grupos de até 6 pessoas nas 55 —49 = 6 posicoes
vazias de cada um desses 50 clubes criados. Elas serdo as tinicas pessoas que participarao
de apenas um clube. Podemos concluir que o conjunto de valores possiveis é o intervalo
de inteiros [1225,1525].

Niimeros no tabuleiro

Alguns ntimeros reais estdo escritos nas casas de um tabuleiro n x n de modo que a soma
total dos nimeros escritos € positiva. Mostre que existe alguma permutac¢do das colunas
do tabuleiro, de modo que a soma dos numeros escritos nas casas da diagonal principal
do novo tabuleiro seja positiva.

Niimeros no tabuleiro — Solugdo

Crie um cilindro a partir do tabuleiro como indicado na figura abaixo. Esse cilindro pode
ser decomposto em n diagonais disjuntas que come¢am em um extremo do cilindro e ter-
minam no outro. Como a soma de todos os niimeros do tabuleiro € positiva, pelo menos
uma das diagonais terd soma positiva. Ela correponde a uma permutac¢ao das colunas do
tabuleiro que satisfaz as condi¢oes do problema.
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Desigualdade no tridngulo

Prove que a soma dos comprimentos dos catetos de um tridngulo retdngulo nunca excede
v'2 vezes a medida da hipotenusa do triangulo.

Desigualdade no triangulo - Solugdo

Sejam a e b os catetos de um tridngulo retangulo e c a sua hipotenusa. Sabemos que

(a—b)? 0
a>+b*> = 2ab.

Y

Pelo Teorema de Pitdgoras, temos

(a+b)? = a*+2ab+Db°
< 2(a*+b%
= 2c¢°%
Dai,
a+b<vac.
EE] O rei no tabuleiro

Um rei estd em um dos cantos de um tabuleiro m x n. Dois jogadores movem o rei al-
ternadamente para qualquer casa ainda ndo visitada. O primeiro jogador que nao puder
mais mover o rei perde. Determine, em funcao das dimensoées do tabuleiro, quem possui
a estratégia vencedora.

Observacao: No xadrez, o rei se movimenta uma casa na horizontal, na vertical ou na
diagonal.

O rei no tabuleiro — Solugao

Sejam A o primeiro e B o segundo jogador. Dizemos que um jogador possui uma estatégia
vencedora se ele pode sempre garantir a vitoria independentemente de como o outro
jogador faca seus movimentos. Vamos provar que:

(i) se mn é par, entdo A possui a estratégia vencedora;

(ii) se mn é impar, entdo B possui a estratégia vencedora.
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No primeiro caso, cubra o tabuleiro utilizando dominds 2 x 1. A estratégia de A consiste
em movimentar o rei para a casa adjacente no mesmo dominé em que B deixou a peca.
Assim, enquanto B jogar, A sempre joga e, portanto, vence o jogo. No segundo caso, m e
n sdo impares. Dai, com a exce¢do do canto em que o rei inicia o jogo, as casas podem ser
cobertas por dominos 2 x 1. Logo, apds o primeiro movimento de A, B aplica a mesma
estratégia descrita no caso anterior.

As raizes da equacdo

2017
Encontre a soma das raizes, reais e ndo reais, da equacdo x?°!7 + (E - x) i

As raizes da equacgao - Solugao

1
Trata-se de um polindmio de grau 2016. Se r é raiz, entao 3 r também é raiz. Portanto,

ao parearmos as raizes que somam 1/2, obtemos soma 1008 -1/2 = 504.

Os pontos na circunferéncia

Considere 2018 pontos em uma circunferéncia de raio 1. Verifique que existe um ponto
P da circunferéncia para o qual a soma das distancias de P aos 2018 pontos é pelo menos
2018.

Os pontos na circunferéncia — Solugdo

Escolha dois pontos A e B diametralmente opostos. Dado qualquer ponto Q no circulo,
temos d(Q, A) +d(Q, B) > 2, em que d(X, Y) denota a distancia entre X e Y. Considere as
somas S, e Sp das distancias de todos os 2018 pontos até A e B, respectivamente. Como
Sa+Sp>2-2018, pelo menos uma dessas somas é maior que 2018.

Quantas raizes quadradas diferentes?!

a) Qual o valor de
1 1 1 1 1 1
+ + + + +oit ———
1+v2 V2+vV3 V3+v4 Va+v5 V5+6 V99 + /100

b) Sex:\/1+2-\/1+3-\/1+4-\/1+5-\/...éumnl’lmeroreal, qual o seu valor?
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Quantas raizes quadradas diferentes?! — Solugao

a) Perceba que

[—

Portanto,

1 1 1 1 1 1

1v2 VZ4v3 VBiva VAivE VBive  VBa+ 100
14+V2-V2+V3-V3+V4—-Vi+V5-V5+V6—...— 99+ V100 =

v100-1=09.
b) Observe a seguinte sequéncia de quadrados de inteiros positivos
3*=1+8=1+2-4
42=1+15=1+3-5 => 4=v1+3-5
52=1+24=1+4-6 = 5=V1+4-6
6°=1+35=1+5-7 = 6=V1+5-7
nP=1+n’-1=1+(n-1)-(n+1) = n=vV1i+n-1-(n+1).

Podemos entao iterar cada uma das equacoes anteriores de modo a obtermos
32=1+2-4

3*=1+2-V1+3:5
32:1+2-\/1+3-\/1+4-6

32:1+2-\/1+3-\/1+4-\/1+5-7.

Portanto,
3* = 1+2-\/1+3v1+4-\/1+5-\/ﬁ
3 = \ll+2-\/1+3-\/1+4-,/1+5-\/7.
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Duas equacaoes bonitas

a) Determine a soma das raizes reais da equacao

x*+18x+30=2-V x2+18x +45.
b) Resolva aequacdo v5—-v5—-x=x,com0<x<5.

Duas equacgoes bonitas — Solugdo

a) Seja x>+ 18x+30 = y. Temos, entdo

2-y/y+15
¥ = @-\/y+15)7°
2 4-(y+15)
y* —4y—60 0.

<
Il

<
I

As raizes da ultima equagado sdao y =2+ 8, isto é, y; = 10 e y» = —6. Como estamos
buscando raizes reais, y deve ser ndo negativo. Assim, devemos descartar y, = —6 e
obtemos x? + 18x + 30 = 10. Como o discriminante dessa equacdo é positivo, ambas
as raizes sdo reais e ambas satisfazem a equacao, pois y; + 15 = 0. Assim, a soma das
raizes € —18.

b) Seja x uma solucdo da equacdo. Entao:

5-v6—x = x°
5-x> = V5—x
2
(5-x2)° = (\/S—x)

)
2)° 5-x).

Desenvolvendo os produtos notdveis anteriores, tem-se:

5-x2)° = G-x
52-2.5-x°+x* = 5-x
52-2x*+1)-5+(x*+x) = o.
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Fixado x, o namero 5 € raiz da equag¢ao do segundo grau:
-2+ -z+x*+x) =0.
O discriminante da equacao anterior é:

A = [-2xX*+DP-4-1-(x*+x
= 4x*+4x®+1-4x*—4x
= (2x-1>2

Como x>0, VA= +(2x—1). Como 5 é uma das raizes da equacao, tem-se:

_2x+1(2x+1)
- 2

Temos dois casos a considerar:

2x2+1+2x-1)

2
¥+x-5 = 0
-1+v21
X =
2
ou
2x°+1-(2x-1) 5
> =
X*—x-4 = 0
1+v17
X = > .

Como 0 < x < 5, precisa-se eliminar as duas raizes negativas. Além disso, é facil verifi-
car que as outras duas satisfazem a equacao original. Portanto,

S:{—1+\/ﬁ 1+\/ﬁ}

)

2 2

Hora de fazer o desenho

Seja ABC um tridngulo qualquer, desenhe exteriormente a ABC os tridngulos equilateros
ABD e ACE.

a) Verifique que DC = BE.

b) Sendo F o ponto de intersecdao de DC e BE, encontre o angulo ZAFB.
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Hora de fazer o desenho - Solucgdo

a) Observe que AD = AB, AC= AEe /DAC = Z/BAE = ZBAC +60°. Portanto, AADC =
AABE, peloa caso LAL, e assim DC = BE.

b) Pela congruéncia anterior,
/ADF=/ADC=/ZABE = /ABF.
Se CD corta a circunferéncia que passa por ABD em X, entdo

ZADX
ZABX.

ZLADC
ZABE

Comparando as ultimas equacoes, podemos concluir que X também estd na reta BE
e assim deve coincidir com F. Portanto, F estd na circunferéncia que passa por A, B e
D e assim

/AFB=180°-/ZADB =180°-60° =120°.

Em busca do termo minimo!

Determine o termo minimo da sequéncia

\/? 96 \/§ 96 \/§ 96 f95 /96
—+\ = \/=t\ =\ =+ =\ =
6 7’ V6 8’ Ve 9 6 95
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Em busca do termo minimo! — Solugdo

Lembre que (x — y)? = 0 para todos os reais x e y. Assim, podemos reescrever a desigual-
2, 2
Ty

dade como

2
b [n /16-6
5 > v ab. Agora, observe que todos os termos sdo do tipo 5 +41/— =
n

n 6 o : : n 6
5 + 44/ —, com n inteiro e maior do que ou igual a 7. Tomando a = 5 eb=4y/—,
n n

podemos fazer
ot R
n
\/7+4\/7>22\/ —.—
6 n

valor minimo de cada termo é e ocorre quando

\/7 \/7 ou seja, n = 24. O termo procurado é \/ \/ .

EX] inteiros em progressdo geométrica

> xy, e substituindo x =\/ae y = v'b, com a e b reais nao negativos,

temos

Os numeros 10, 11 e 12 podem pertencer a uma mesma progressao geomeétrica?

Inteiros em progressdo geométrica — Solugdo

Suponha que 10, 11 e 12 sejam termos de uma mesma progressao geomeétrica:

10 = arP!
11 = ar?!
12 = ark

Dai,
11/10 = rd-P
12/11 = rka,

Além disso, temos

k—
(E) o ey

10
— la-pk-a)
qa-p
(1_2) = (rk-aya-r
11
= pk-ag-p)
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Assim,
11)\54 12)497P
&) - )
(ll)k—qﬂl—P — (lo)k—fJ(lz)q—P
(Ank-P = s5k-q.2k=q.92(q-p) 3q-p

5k=d.9k+q-2p 3q-p

Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, temos

k—p=0
k—-q=0
k+q-2p=0
qg—p=0.

Resolvendo o sistema associado, temos k = p = ¢q. Isso produz um absurdo, pois p, g
e k sdo distintos. Portanto, 10, 11 e 12 nao podem pertencer a uma mesma progressao
geomeétrica.

As cidades de Pirajuba

Pirajuba possui 10 cidades, chamadas H;, Ho, ..., Hyo, e algumas delas sao ligadas por es-
tradas de mao dupla. Sabe-se que é possivel chegar de H; a Hjp. Mostre que uma das
situa¢oes abaixo ocorre:

(i) Existe um caminho ligando H; a Hj utilizando no maximo 3 estradas.

(ii) Existem 2 cidades H; e Hj, 2 < i < j <9, tais que todo caminho ligando H; a Hjg
passa por H; ou H;.

As cidades de Pirajuba - Solugdo

Se H; ou Hjg estdo ligadas a no maximo 2 cidades, a condicao ii) é claramente satisfeita,
pois todo caminho ligando H; a Hjo deve passar por elas. Suponha entdao que H; estd
ligadaa A;, A, e A3 e que Hjg estdligada a B;, B, e Bs (eventualmente podem existir mais
cidades ligadas a Hy e Hy). Se {H1, Ay, A2, As}n{Ho, By, B2, B3} # @, entdo existe um cami-
nho ligando H; a H;p usando no méximo 2 estradas. Se isso ndo acontece e existe alguma
estrada conectando uma cidade do conjunto {A;, A2, A3} a uma cidade de {By, B2, B3}, en-
tdo teremos um caminho entre H; e Hpo utilizando 3 estradas e i) é verificado. Final-
mente, resta analisarmos a situacao em que {H;, Ay, Az, A3} N {Hyg, By, B2, B3} = @ e que
nao existe uma estrada entre A; e Bj, para i, j € {1,2,3}. Nesse caso, como existem apenas
10 cidades e é possivel ir de uma delas a qualquer outra, um caminho que una H; a Hy
deve passar por uma das duas cidades que ndo estd no conjunto

{Hj, Hy9, A1, A2, A3, B, B, B3}.
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Ou seja, ii) é verificada. Em qualquer um dos casos analisados anteriormente, i) ou ii) é
verificado.

A construgao de estradas

Em um certo pais hé 21 cidades e o governo pretende construir n estradas (todas de mao
dupla), sendo que cada estrada liga exatamente 2 das cidades do pais. Qual o menor valor
de n para que, independente de como as estradas sejam construidas, seja possivel viajar
entre quaisquer 2 cidades (passando, possivelmente, por cidades intermedidrias)?

A construgdo de estradas - Solugdo

Diremos que um grupo de cidades é conexo se é possivel viajar de uma delas para qual-
quer outra por meio de estradas. Naturalmente grupos de cidades conexas distintos nao
podem possuir cidades em comum. Se o governo construir todas as estradas de um grupo
de 20 cidades e deixar uma cidade isolada sem estradas, a propriedade de todas as cidades
pertencerem a um mesmo grupo conexo nao serd estabelecida. Portanto, n > (220) =190.
Mostraremos agora que se o governo construir 191 estradas todas as cidades fardo parte
de um mesmo grupo conexo. De fato, suponha que exista mais de um grupo conexo e seja
k, com 1 < k < 20 o namero de vértices de um deles, que chamaremos de A. Recorda-

mos que se ligarmos todas as estradas possiveis em um grupo de n cidades, obteremos
nn-1) - . .
———— estradas. Como nao devem existir estradas entre o grupo A e os demais grupos

que contém as outras 21 — k cidades, o total de estradas nao é maior que

k(k—1) .\ 21-k)(20-k)
2 2
k*—21k+210

(k—21/2)>+399/4
(19/2)® +399/4

N

190.

Isso é um absurdo, pois o governo construiu 191 estradas. Assim, o menor valor de n é
191.

O torneio de xadrez

Em um torneio de xadrez, cada um dos participantes jogou exatamente uma vez com
cada um dos demais e ndo houve empates. Mostre que existe um jogador P tal que, para
qualquer outro jogador Q, distinto de P, uma das situacoes a seguir ocorre:

i) Q perdeude P;

ii) Q perdeu de alguém que perdeu de P.
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O torneio de xadrez — Solucdo

Seja P o jogador que mais venceu partidas no torneio. Digamos que P tenha vencido os
jogadores do conjunto S = {Py, P», ..., Pr}. Considere um jogador qualquer Q diferente de
P. Se Q perdeu para P, ele satisfaz o item i). Se além de vencer P, Q também ganhou
de todos os elementos de S, entdo ele terd mais vitorias que P. Esse absurdo mostra que
se Q tiver ganho de P, entdo ele perdeu para alguém de S e assim ii) é verdadeira. Em
qualquer caso, i) ou ii) é satisfeita.

O caminho fechado

Existem 1999 cidades e 4000 estradas em um certo pais (cada estrada conecta 2 cidades).
Prove que existe um caminho fechado passando através de ndao mais que 20 cidades.

O caminho fechado - Solugao

Inicialmente destrua as cidades, juntamente com suas estradas incidentes, se delas par-
tem menos que 3 estradas. Como 2-1999 < 4000, eventualmente irdo sobrar estradas e
cidades apos esse processo. Assim, podemos assumir que de todas as cidades restantes
partem pelo menos 3 estradas. Escolha uma cidade qualquer, que serd chamada de pata-
mar Tp. A seguir, descreveremos uma construcao ordenada de conjuntos de cidades. As
cidades que podem ser acessadas a partir de Tj serdao denotadas por T;. As que podem
ser acessadas a partir de T; e ainda nao estdao em {Ty, T1} serao chamadas de T,. Conti-
nuando esse processo, podemos definir T3, Ty,.... Se ndo existir um ciclo com nao mais
que 20 cidades, como cada cidade possui grau pelo menos 3, entdo para cada um dos
primeiros patamares 7; possui pelo menos o dobro de cidades de T;_;.

Se existirem mais de 10 patamares, o namero de cidades sera de pelo menos

|Tol +|T1| + T2l +...+|T10l =
1+2+4+...+210
2047 >

1999.
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Esse absurdo mostra que existem no maximo 10 patamares. Isso significa que, para algum
i <9, as cidades que podem ser acessadas a partir de T; estdo em {7y, T1,..., Tj—1} € isso
gera um ciclo com nao mais que 20 cidades.

Os angulos do quadrildtero

Num tridangulo ABC, tomamos pontos X, Y sobre os lados AB, BC, respectivamente. Se
AY e CX se intersectam em Z e

AY=YC e AB=ZC,
verifique que

/CZY =/ABY.

Os dngulos do quadrildtero - Solugdo

Sejam [ a mediatriz do segmento AC e B’ o simétrico de B com respeito a [. Entdo, como
A é o simétrico de C, os tridngulos ABY e CB'Y sao congruentes, donde

/CB'Y /ZABY (1)
CB' = AB. 2)

Além disso, os pontos A, Y, B’ sdo colineares (pois suas reflexdes C, Y, B sdo). A ultima
igualdade, juntamente com a segunda relacao do enunciado, da que

CB'=AB=CZ.
Como os angulos da base do tridngulo is6sceles A ZB'C sao iguais, segue que

/CZY =/CB'Y = /ABY.
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EA As equipes de alunos

Alguns alunos de uma escola foram divididos em equipes satisfazendo as seguintes con-
digoes:

i
ii

a)

b)

a)

b)

i) Quaisquer 2 equipes diferentes possuem exatamente 2 membros em comum.
i) Toda equipe possui exatamente 4 elementos.

i) Para quaisquer 2 alunos, existe uma equipe da qual ambos ndo fazem parte.

Explique por que um par qualquer de estudantes pode participar de no maximo 3
equipes.

Qual o nimero maximo de equipes?

As equipes de alunos - Solucdio

Suponha que existem estudantes A e B participando de 4 equipes chamadas de Ej, E»,
E3 e E4Z

E, =1{A,B,C,D}

E, ={A,B,E,F}

E; ={A,B,G, H}

E,={AB,1,J}.

Pela condicao (iii), existe uma equipe E5 que nao possui simultaneamente os estu-
dantes A e B. Pela condicao (i), a equipe E5 deve possuir exatamente dois membros
em comum com Ej, E» , Es e E;. Se E5 ndo possuir A e nem B, entdo devera possuir os
elementos dos seguintes 4 conjuntos disjuntos {C, D}, {E, F}, {G, H} e {I, J}. Isso obriga
Es a ter mais de 4 elementos. Digamos que E5 ndo possua o estudante A, mas possua
o estudante B (como A e B desempenham o mesmo papel nessa andlise, o estudo que
faremos para A é o mesmo para B). Assim, E5 devera possuir pelo menos um estudante
de cada um dos mesmos 4 conjuntos anteriores e novamente essa equipe serd forcada
a ter mais que 4 elementos. Esse absurdo mostra que um par qualquer de estudantes
nao pode participar de 4 equipes.

Considere um par de estudantes (A, B) que participa de mais de uma equipe, cuja exis-
téncia é garantida pelo item (i), e estudemos as seguintes possibilidades a partir das
informacgdes do item anterior.

1) O par (A4, B) participa de exatamente trés outras equipes que sao chamadas de Ej,
Ez ’ Eg:

El = {A)B} C)D}
E; ={A,B,E, F}
Es ={A,B,G, H}
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Iremos mostrar que nesse caso ndo podem existir mais que 4 outras equipes. Re-
petindo o argumento do item anterior, se uma equipe ndo possuir A e nem B, ela
possuira todos os elementos do conjunto {C, D, E, F,G, H} e isso produzird um ab-
surdo com a condicao (ii). Logo, todas as demais equipes possuem A ou B e, pela
condicao (i), qualquer outra equipe possui exatamente um elemento de cada um
dos trés conjuntos: {C,D}, {E,F} e {G, H}. Analisando as possiveis combinacdes
dos 3 elementos restantes, em principio, terifamos no maximo 2-2-2 = 8 escolhas
associadas aos conjuntos anteriores. Entretanto, existem alguns pares de escolhas
que nao podem estar simultaneamente presentes para que a condicdo (i) seja sa-

tisfeita:
{C,E,G} e {D,FH}
{C,E,H} e {D,FG}
{C,EG} e {D,E,H}
{C_EH} e {D,E,G}.

Assim, podem existir no méximo mais 4 equipes além de E;, E; e Ej3.

2) O par (A, B) participa de exatamente duas outras equipes que sao chamadas de Ej,
Ez:
E,={AB,C,D}
E,={A B,E,F}.

Em virtude da condicdo (i), a inica equipe que ndo pode possuir simultaneamente
AeBéa{C,D,E,F}. Considerando uma equipe distinta dela, novamente pelo item
(i), um elemento de cada um dos conjuntos {A, B}, {C, D} e {E, F} deve estar pre-
sente. Isso novamente gera 2-2-2 = 8 escolhas que podem ser divididas nos seguin-
tes pares:

{A,C,E} e {B,D,F}

{A,C,F} e {B,D,E}

{A,D,E} e {B,C,F}

{A,D,F} e {B,C,E}.

De cada par, apenas uma escolha pode estar presente nas equipes de estudantes e
isso nos mostra que existerm no maximo mais 4 equipes que contém A ou B. Con-
siderando as duas equipes que contém {A, B}, a eventual equipe {C, D, E, F} e as
possiveis 4 outras equipes, temos um total de no maximo 2 + 1+4 =7 equipes.

Em ambos os casos, 0 mdximo de equipes é 7. Para mostrar que é possivel satisfazer-
mos as trés condi¢des com esse numero, basta considerar o seguinte exemplo:

{A,B,C, H},{A, D, F H},{AE, G, H},{B, D, G, H},{B, E, F, H},{C, D, E, H}, {C, F, G, H},

€m que cada letra, como anteriormente, representa um certo estudante.
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Fatoracoes e divisibilidade

Usando a fatoracdo da diferenca de quadrados, x> — y* = (x — y)(x + y), podemos escrever

2}1*1 -1 2"*1 2"*1
-y ).

X - yzn =(x" + yzn )(x

a) Explique por que 32000 _ 2%
que 1 e distintos.

pode ser escrito como produto de 2018 inteiros maiores

b) Verifique que 32" —1=32"" +1)E2"  +1DE2" " +1)...@+DE +DE - D).
¢) Usando o item anterior, verifique que 2+1 ¢ um divisor de 32" — 1.
d) Conhecendo a fatoracao

m-3_2

XM=y = (x— M XMy XM Y 4 xy™TE ey,

encontre um inteiro positivo 7 com mais de 2018 divisores positivos tal que 3"~ —2""1
é multiplo de n.

Fatoracaes e divisibilidade - Solucdao

a) Usando a fatoracao da diferenca de quadrados, temos:

xzn _ yzn _ (x2n71 n yznfl) (x2n71 _ yznfl)

x2n71 _ y2n71 _ (xznfz " yznfz) (xznfz _ yznfz)

x2n72 _ y2ﬂ*2 _ (x2n73 n y2}’l*3) (x2n73 _ y2n73)
¥-y* = (x+pE-y.

Multiplicando todas as equacoes e cancelando os fatores repetidos, obtemos

2}1*1 2"*2

2=y =+ yZH)(x + yzH) PP+ (- ).

Assim, em geral, substituindo x =3 e y = 2, 32" — 22" é o produto de n fatores da forma

22" 132" com i pertencente ao conjunto {0,1,2,...,n—1}.
b) Na fatoracdo obtida no item anterior, basta fazer x =3 e y =1.

¢) Como cada termo da forma 32 + 1 possui o fator 2 por ser par, podemos concluir que
o produto de todos os nimeros da forma 32" + 1,comi€{l,2,...,n—1} é multiplo de
21 Além disso, o fator 32 41 =22 possui dois fatores 2. Assim, usando a expressao
enncontrada no item anterior, podemos concluir que 27! .22 = 2"*1 ¢ um divisor de
32" +1.
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22017 22017

d) Sejan=3 -2 . Pelo primeiro item, todos os 2019 niimeros da lista

0 0 1 1 2017 2017
1,22 +3%,2%2 +3%,...,3%2 422

sdo divisores de n. A partir da fatoracdo dada, podemos concluir que se x e y sdo

. . ~ 2 o e 2017 2017

inteiros, entdo x — y é um divisor de x"* — y™. Fazendo x =2% e y=3%" ', obtemos
2017 2017 , . . 2017 2017 . . .

que n=3%""-22"" éumdivisor de 3*° ' —2%" '™ para qualquer inteiro positivo m.

Note agora que

22017 22017

n-1=@3 -1)-2

.. 2017 , 1 L

Pelo terceiro item, 32 —1éum multiplo de 22017 Como 2017 < 22017 também temos
2017 =z .« . 22017 . 22017 22017 , . 2017

que 2 € um divisor de 2 . Assim, (3 -1)-2 é um nimero da forma 2 m.

Dai, n divide 3”1 — 27! e, além disso, possui pelo menos de 2019 divisores positivos.

Duas circunferéncias e uma perpendicular

Seja Q um ponto na circunferéncia de didmetro AB, sendo Q diferente de A e B. Seja
QH areta perpendicular a AB que passa por Q, sendo H pertencente a AB. Os pontos
de intersec¢do da circunferéncia de diametro AB e a circunferéncia de centro Q e raio QH
sdo C e D. Prove que CD passa pelo ponto médio de QH.

EX Duas Circunferéncias e uma perpendicular — Solucdo
Consideremos as duas figuras a seguir. Sejam ZCQH = a, ZQCD = f e E a intersecao de
QH com a circunferéncia de diametro AB. Delas, podemos concluir que:

. a . . A A

i) Temos ZCDH = > pois na circunferéncia de centro em Q o seu angulo central ZCQH

é correspondente ao CH = a.
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ii) ZCDE = a, pois ele estd inscrito ao arco CE, assim como o angulo ZCQE, conside-

rando a circunferéncia de diametro AB. Com isso, temos que:

/HDE=a-2=2.
22

iii) ZQED = B, pois estd inscrito ao arco QAD, assim como o angulo ZQCD = .

iv) QH = HE, pois QE é perpendicular ao diametro AB.
Por fim,

* note que AQMC ~ ADME. Dai, podemos concluir que:

QM _QC

DM DE

@w_mjDM
B DE’

* Aplicando o Teorema da Bissetriz Interna no AMDE, temos que:

DM DE

HM HE
DM

HM=HE - —.
DE

Pelas duas conclusoes anteriores e sabendo que

QC = HE = QH = raio da circunferéncia de centro Q,

podemos concluir que QM = HM. Portanto, CD passa pelo ponto médio de QH.
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